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有理整数ということもある.有 整数 う もある



これらの集合には

和和

積

の演算が与えられている。



の演算は次を満たすの演算は次を満たす..

の演算は性質 以外を満たす.

集合 に和 ,積 が定義されていて, 性質

以外の上記性質を満たす時 を という

定義
以外の上記性質を満たす時,      を という.



はは無限に多くの元無限に多くの元を含んでいる。を含んでいる。

有限個元しか含まない体は存在するか有限個元しか含まない体は存在するか

有限体

É. Galois   (1811‐1832)

Sur la théorie des nombres.Sur  la  théorie des nombres.

(数の理論について.)

暗号理論 符号理論への応用暗号理論, 符号理論への応用



著作権処理の都合で、

この場所に挿入されていた図版

“Galois論文”を“Galois論文”を

省略させていただきます。

※ ガロア全集より転載
岩波数学事典第3版 日本数学会‡



1と自分以外では割り切れない自然数

素数は無限個存在する.定理定

背理法で示す.証明 背理法で示す.
素数が有限個しかないとする.
そのすべてを とする.

証明

そのす てを とする.
とおく.

はある素数で割り切れるはずはある素数で割り切れるはず
で割り切れない



(2006年9月)

桁数 約 桁桁数 約 桁

現在 素数になる が 個知られている.



未解決問題未解決問題未解決問題未解決問題

(1) は無限個存在するか。

偶数をはさんで両側が素数になるもの

と と と とと と と と

現在知られている最大の双子素数現在知られている最大の双子素数

桁 (2006年11月)桁 (2006年11月)



(2) 

４以上の偶数は２つの素数の和にかける。



：整数：整数
ある整数 が存在して

とかけるとき

は を割り切る

は の約数は の約数

は の倍数

などという.
このときこのとき

とかく.



整数の基本的性質整数の基本的性質数 本 性質数 本 性質
(1) （剰余定理）

となるような整数 がただ1組存在する.

(2)自然数は一意的に素因数分解される。(2) 自然数は 意的に素因数分解される。

：自然数

有限個の素数 なら有限個の素数 なら

自然数

が存在して

と 積の順序を除いて一意的に表示される.



とと 共通 約数共通 約数 公約数公約数とと の共通の約数の共通の約数 公約数公約数

とと の公約数のうち最大のものの公約数のうち最大のもの 最大公約数最大公約数

とと の最大公約数がの最大公約数が11になるときになるときとと の最大公約数がの最大公約数が11になるときになるとき,,

と は互いに素互いに素であるという.



を でない2つの整数
補題

を でない2つの整数
補題

（ ：整数）

であるとする. このとき,        



でない整数でない整数 の最大公約数の求め方の最大公約数の求め方でない整数でない整数 の最大公約数の求め方の最大公約数の求め方

順次剰余定理を用いる.順次剰余定理を用いる.

このとき,  だから

自然数 が存在して となる自然数 が存在して, となる.

このとき,

がが の最大公約数の最大公約数



例例

と の最大公約数はと の最大公約数は



とおいて,

とおいて,

を3番目の式に代入すれば, 同様に

：整数

以下, 帰納的に,
：整数

の時を考えれば は の最大公約数だからの時を考えれば,     は の最大公約数だから
：整数



を でない整数定理 を でない整数
の最大公約数

整数

定理

このとき, 整数 で

となるものが存在する.

を互いに素な整数系 を互いに素な整数

このとき, 整数 で

系

となるものが存在するとなるものが存在する.



例

とすれば

となる.



整数
が で割り切れる mod

合同式合同式

性質性質

mod

mod modmod                         mod

mod      かつ mod                         mod



整数 を１つ固定する.
に対し

modmod
の定める法 に関する という.
を 代表元と う

注意 mod なら

を の代表元という.

法 に関する合同類全体の集合を

注意.                        mod           なら

法 に関する合同類全体の集合を

とかく.





にはには和と積の演算が自然にはいる和と積の演算が自然にはいるにはには和と積の演算が自然にはいる和と積の演算が自然にはいる..

mod                         mod ならば補題

mod

mod

この補題は 類の代表をとりかえて演算を行っても

結果として入る類はかわらないことを保証している.



の和と積の和と積

に対しに対し

の和と積の和と積

に対し

和

に対し

和和：

積：

和：

積：

と定義する.と定義する.

零元零元

単位元単位元



例
たとえば

例

はは
体になるとは限らない体になるとは限らない

は体ではない.例

に逆元 があるとすると
であるである.



の構造を理解するための補題の構造を理解するための補題

補題
と は互いに素であるとする.

このとき

補題

mod                                     mod

と の最大公約数は だから,
整数 で となるものが存在.

証明

故に故に,

仮定から右辺は で割り切れる.
故に も で割り切れる.



和

積

体になる体になる.

を素数とするを素数とする.

和

積積



を素数とすれば は体になる定理 を素数とすれば, は体になる.定理

零元
単位元

証明
単位元

でない任意の元 に逆元があることを示せばよい.
が素数で, より, と は互いに素.が素数で,          より, と は互いに素.

整数 が存在して
となるとなる.

法 で考えれば



素数定義 素数

とおく.

定義

は 個の元からなる有限体

が体 が素数注意１ が体 が素数注意１

を自然数 を素数とするとき注意２ を自然数,  を素数とするとき,
個の元を持つ有限体 が

ただ1つ存在することが知られている

注意２

ただ1つ存在することが知られている.
また, 有限体は ( 自然数,        素数)
しか存在しないしか存在しない.


