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Th9 1Pricing Of optiOnsiat早
辞.βO「p9Fete

Liabilities   ‐.          1

Fischer Black
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If OptiOns are correctl'lpriced in the market,it shOuld not bと
possiもleto make sure pronts by Creating portfOliOs 01 10ng and毛五る品
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retical valuation fOrmula fo子.0rcこlcai valuatlon 10rmula for.。ptiOns is derived.Since,almost all cor‐
porate liabilities can be viewed as cOmbinations Of Ontians_!hβ fnrrnllla
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IIltrOducttOn
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An option is a security giving the right tO buy or sell an asset,subject tO

period Of tim阜。An``American optiOn"
me up tO the date the Option expires.

an be exercisedすonly on a specined
i ・ヽfor the asset wlen the Option is
'or``strittng price."Th6 1ast day On

is called ther｀̀̀expiratiOn date'' Or
``IIlβtilrity date.1'  ・  `  .・  ・              .,   1
The sirnplest ldnd Of OptiOn iS One that gives the right tO buy a single

s h a r e  O f  c O m m O n  s t O c k . I T h r O u g h O u t  m O s t  O f . t h e  p a p e r , w e  w i l l  b e  d i s c u s s _

ing this ttnd Of OptiOn,which is Often referred to Ps a``Ca11 0ptiOn.''
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確 率 過 程 モ デ ル

偶 然 に 支 配 さ れ 刻 一 刻 変 化 す る も の

マ ル コ フ 過 程 モ デ ル

最 も 重 要 な 確 率 過 程 モ デ ル



マ ル コ フ 過 程

１ 離 散 離 散. 時 間 ： 空 間 ：

２ 離 散 連 続. 時 間 ： 空 間 ：

３ 連 続 離 散. 時 間 ： 空 間 ：

４ 連 続 連 続. 時 間 ： 空 間 ：

で 動 く 場 合ジ ャ ン プ

に 動 く 場 合連 続 的

１ 離 散 離 散. 時 間 ： 空 間 ：

一 人 す ご ろ く



回転板
３

１

２マス

１ ０

0.0-0.38が出れば２へ進む

0.38-0.9が出れば５へ進む

0.9-1.0が出ればそのまま動かない

１人すごろく



ランダムウォーク

-2 -1 0 1 2

0.0-0.5 が出たら右へ一つ移動

0.5-1.0 が出たら左へ一つ移動
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行 列 の 長 さ応 用 に 使 わ れ る 例 ：
「 待 ち 行 列 の 理 論 」

ス ー パ ー で レ ジ を い く つ あ け る か

ス ー パ ー マ ー ケ ッ ト の あ る 時 間 帯 に
あ け る べ き かレ ジ を 何 台

多 く あ け れ ば レ ジ に 並 ぶ 客 の 列 は 短 く
な る が 、 人 件 費 等 の コ ス ト が か か る

少 な い と 列 が 長 く な り す ぎ て 、 客 が 来
な く な り 、 売 り 上 げ が 落 ち る

最 適 な レ ジ の 数 は い く ら か



最 も 単 純 な モ デ ル

レ ジ ： 単 位 時 間 あ た り に の 客１ 人
の 用 を 処 理 で き る

あ る 時 間 帯 で は 、 単 位 時 間 あ た り に
あ ら た な 客 が 来 る１ 人 か ２ 人

客 が ま た は 来 る 確 率１ 人 ２ 人

( )p, p, q >0, p + q < 1q



明 ら か な こ と

２ 台 レ ジ を あ け れ ば 列 は で き な い

来 る 客 の 平 均 人 数 の 時 、p + 2q > 1
レ ジ １ 台 な ら ば 列 が ど ん ど ん 長 く な る

の 時 、p + 2q < 1

レ ジ １ つ ： 行 列 の 長 さ は ど れ く ら い ？



１ 人 す ご ろ く

n = 0, 1, 2, ...マ ス ：
待 っ て い る 人 の 人 数

（ ）マ ス は で な いn n 0
q n+1⇒ 確 率 で
p n確 率 で
1-p-q n-1確 率 で

0マ ス
q 1⇒ 確 率 で
1-q 0確 率 で



０ １ ２ ３ ４

待ち行列すごろく

待っている人数



0.5 0.2 0.3   0.8

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

系列1

系列2

系列3

系列4

系列5



0.3 0.6 0.1  0.8

0

1

2

3

系列1

系列2

系列3

系列4

系列5



0.5 0.1 0.4  0.9

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 93 97 101

系列1

系列2

系列3

系列4

系列5



0.2 0.7 0.1  0.9

0

1

2

3

4

5

6

系列1

系列2

系列3

系列4

系列5



長時間たった時の列の長さ

平均の長さ M = q
1−(p+2q)

n 人以上の長さとなる確率 ( M
M+1 )

n

M = 4 　１０人以上いる確率 = 0.1
M = 1.5 　４人以上いる確率 = 0.12

窓口が 1 の時は容易な計算で答えがわかる

窓口が 2 以上の時は一般にはわからない

多様な待ち行列のモデル

現在も巨大なシステムにおいてシステム設計のための

基本的モデルとして使われている



ランダムウォーク

-2 -1 0 1 2

ｘ→ｘ+１ ½ の確率

ｘ→ｘ-1 ½ の確率



ランダムウォーク

規則に対応する漸化式

u(t+ 1, x) =
1

2
(u(t, x+ 1) + u(t, x− 1))

書き換えた差分方程式

u(t+ 1, x)− u(t, x) = 1

2
(u(t, x+ 1) + u(t, x− 1)− 2u(t, x))

平均量（統計量）の従う方程式

この方程式がすごろくの規則を決定している
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一 般 化

２ 離 散 連 続. 時 間 ： 空 間 ：

３ 連 続 離 散. 時 間 ： 空 間 ：

４ 連 続 連 続. 時 間 ： 空 間 ：

で 動 く 場 合ジ ャ ン プ

容 易

に 動 く 場 合連 続 的

拡 散 過 程

1931Kolmogorov



・
    む ber die analyttschen Bttethoden iェl der

・         WVahrscheilalichkeitsrechn、 1113.

Voll

A.玉lolmogorott ill Mosとau.

・
       Zusammenttassung.

Ein physikalischer Prozea (die Allderung eines physittalischen Systems)

lleint stochastisch‐denttt,wenn aus der Kenilttts β es Zustandes XO des Systems

in einen gewistten Zeitmo〕ment.ら  位ie Kenn位五s der Verteilungsfunktion der

Wahrscheinlichkeiten ftr de m6gHchen Zustあ nde Jご des Systerns in eineHl

Zeitmoment″ >ち ゴOlgt.    ・

Der Verfasser betrachtet systeEBttsch die einfa61isten Falle der stOcilasttsch‐

denllitell Prozesse und h erster Linie solche,・ die nach der Zeit stettg sind

(darin besteht die wettnthche Neuheit dcr Methode:Bis jetzt betrachtete man
gewbhnlich ell■en StOChastischen Proze8 als eine Reihe von diskreten,,Freig―

五ssen“).

WVenn die Mellge ttt der lllbghchen verschiedenen Zustande des systems

encllich ist, so lあ8t sich eer stochasdsch―dettlite Proze8 durch gew6hnliche

lineare DぜFerendttgleicLungen charakterisieren(Kap・II),H/enn der Zustand

“ 充 SyStems dttrch einen oder ttLゃ
hrere Stetige Parameter deSniert istr So wttd ,

der analydsche Apparat durch ParaboliSche Partielle I)iferentialgleichungen

gegebもll(玉ap.IV).Man kOmmt dabei zt verschiedeneIェ
Verteilungsfunktionell,

ullter denen de Laplacesche・NormttVertettung als natiirlicher einfach,ter lttall

erscheillt.

コi11leitung.

I .          .

Vヽenh man Natur― oder Sozialereignisse mathematisch behandeln ttill,

muS man zuerst diese Ereignisse scん cttaをガsガcγctti man kann namlich die

mathematischet Analysis zur Bel技 achtullg dnes AnderungSprozesses eil■ es

Systems nur dann anwenden, wen1l man voraussetzt,dar3 ieder mbgliche

Zustand dieses Systems sich mit Hil重0・eines bestilnmten lllatheIIlatischごェl

Appaごats v01lstandig beschleibもn laSt, z.B.durch die Werte etter
bestinlmten Anz施l vbn Parametern; ein s61clles nlttthematiSCh―deanier_！

―
始
盟
■
■
―
―
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Kolmogorov　 (1931)　のアイデア

空間：直線（多次元化は容易)

マス ：　 x すべての実数　

マス x から dt 時間後に動く先のマス y

y の分布は平均 x+ b(x)dt, 分散 σ(x)2dt

位置に依存している!

平均量の従う拡散方程式を導く

∂

∂t
u(t, x) =

1

2
σ(x)2

∂2

∂x2
u(t, x) + b(x)

∂

∂x
u(t, x)



拡散方程式Kolmogorov 1931( )の
すごろくの規則、平均量の記述

実際に駒の動く様子を記述したい

確 率微分方程式
考えた人は何人もいたはず

Bachelier, Levy, ....

を 振るという発想さいころ 連続的に

（ )数学的に矛盾をはらむ Doob
を基礎にとりブラウン運動

「 」をまず定義する確率積分



ブラウン運動: ランダムウォークの極限

Bachelier 1900 　株価のモデル　

Einstein 1905 　ブラウン運動、原子論

彼らが導いたのは偏微分方程式

∂

∂t
u(t, x) =

1

2

∂2

∂x2
u(t, x)

Wiener 1923 : 関数空間上の測度 を構成

１本１本のブラウン運動の軌道の記述

測度論の成立が背景にある



ブラウン運動
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ブラウン運動
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I N T R O D U C T 1 0 N .           .

Les inauences qui dもterminent les mouvelnents de ltt Boursc sont

innombFableS,desも vもnementS pass6s,actuels otl melne escomptables,

ne pr6sentant SOuvent auCtin rappoxヽt apl)aFent aVec Ses wariations!予
e

増樹鑑ゴ七告温押禄dquc ttr名鮒配皆3f温苦
2鮮
協貯托

viennent auSSi des causes factices:

inもuvement aCtuもl est ronction,non seulement des mouvementS antも
―

点ewtt mぶs aussi de h p雨止on del培
謄品subぃdinne tt un nOmhtLa dもteI・mination de ces mOuvcn

i絆
私!81品溢掛ytどま稀熊岳|!協品t樹乱lie」:播i‖置督込‖告i注

松《景滝sN∬|:ξlをfユ繁民lぷだ
｀
もな措ユF:!告
:‖よll〔iril魯:告岳f培十:t:|Le Calcul des probabilit6s ne po

aux lnOuvements de la cote et ia dynanlique dO la BouFSe ne Sel・
よ

諄
斌 匙モ‖岳∬錯 鋪 告枇 idだr t t a曲も

mぷ qu e m t t  r鍋 鋭対 quc  h

marchも よ ull instant dollnも,・(デest―よ
―dil'ed'もtablir ia loi de pt・obユl)ilitt

des waISiatio【ls de cou【
おs qtl'tRd「let ti cet instant le lllarchも。Si le in41・cht,

e【leミtt, 1le prもYOit pas ies illotlfelllelltS, 11 les collSidも
文・e CO【nine ttallt
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/?23
DIFFERENTIAL― SPACE

By NoRBERT WIENER

Sl, IntrOduction.
s2.The Brownian MOvement.
s3.Ditterential―Space.

s4.The Non― Diぼerentiability Coel預cient Of a FunctiOn.

S 5 . T h e  M a x i m m  G a i n i n  C o i n ―T O s s i n g 。

s6.M[easure in Diぼerential―Space.

s7. 酌質easure and Equal Continuit才.

s 8 . T h e  A v e r a g e  o f  a  B o u n d e d , U n t i f o l l ェ1 l y  C o n t i n u O u s  F u n c _
tional.

s 9 , T h e  A v e r a g e  o f  a n  A n a l y t i c  F u n c t i O n a l .
S 1 0 ・T h e  A v e r a g e  o f  a  F u n c t i o n a l  a s  a  D a n i e l l  l n t e g r a l .

Sll・ Independent Linear Functionals.

s12.Fouder Coel挽cients and the Average of a FttctiOnal.

Sl・ IntrOducよon.The notion of a function Or a curve as an

・element in a space of an ininitude of dinensiOns is fa王11liar tO all

mathematictans, and has been since the early work Of Volterra

On functions of lines. It is worthy of note, howrever, that the

physiCiSt is equally concemed with systemis the dilnensiOnality
Of whiCh,if not inflnite,is so large that it invites the use Of limit_

proceSSes in】which it is treated as ininite.These systerls are the

Systeims of statistical lnechanics, and the fact that、、re treat their

dilnensionality as ininite is、、アitnessed by our continual employ―

ment Of Such asymptotic foHnulac as tha, of Sttrling or the

Gaussian probability一distttbution.

The physicist has often Occasion to consider quantities、vhich

are Of the hature of functions、、アith argments ranging over such

a space of ininitely many dmensions.The density of a gas, Or

One Of its velocity―components at a point, considered as depend_

ing on the co6rdillates and velocities Of its mOlecules, are cases

in point.He therefore is implicitly,if not exl)licitly,studying the

theory of functionaL.Moreover,he generallyたolaceS any Of
these functionals by somc kind of average value, 、vhich is essen―
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伊藤 1942

ブラウン運動の増分 dBt を基礎にとる

xt −→ xt + σ(xt)dBt + b(xt)dt

ブラウン運動：すごろくにおけるさいころの役割

確率微分方程式

dxt = σ(xt)dBt + b(xt)dt

「微分」は形式的なもの

確率積分方程式ととらえる

xt = x0 +

Z t

0

σ(xs)dBs +

Z t

0

b(xs)ds



伊藤 (1942)で示されたこと

確率積分の定義

確率微分方程式の解の存在と一意性

Kolmogorov の拡散方程式の導出:

複雑な議論が必要

1951　伊藤の公式 の発見　

国田-渡辺（1967）確率積分の一般化

⇓
Meyer, ストラスブルグ学派



フ ァ イ ナ ン ス

( )Black-Scholes 1973
ヨ ー ロ ピ ア ン コ ー ル オ プ シ ョ ン の 価 格

モ デ ル

債 券 価 格 ： 一 定 金 利
株 価 ： 幾 何 的 ブ ラ ウ ン 運 動

無 裁 定動 的 ヘ ッ ジ ン グ

株 と 債 券 の をポ ー ト フ ォ リ オ

複 製刻 一 刻 組 み 替 え オ プ シ ョ ン を



オプションの価格

ヨーロッパコールオプション

ある証券を

ある日時（満期）に

ある定められた価格（行使価格）で

ある量 買う 権利

権利なので行使する義務はない



債券

１００円

株
１００円

１１０円

１２０円

１００円

（1.1）

（1.2）

（1.0）



株
１００円

１２０円

１００円

株式コールオプション

１株を１１５円で４４株買う権利

５×４４＝２２０円

０円



株 x 円

債券 ｙ 円

1.2x + 1.1y 円

４４０円

1.2x+1.1y=440

1.0x + 1.1y 円

0円

1.0x+1.1y= 0

オプションの複製

X=1100, y=-1000

（x+y=100）
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i ・ヽfor the asset wlen the Option is
'or``strittng price."Th6 1ast day On

is called ther｀̀̀expiratiOn date'' Or
``IIlβtilrity date.1'  ・  `  .・  ・              .,   1
The sirnplest ldnd Of OptiOn iS One that gives the right tO buy a single

s h a r e  O f  c O m m O n  s t O c k . I T h r O u g h O u t  m O s t  O f . t h e  p a p e r , w e  w i l l  b e  d i s c u s s _

ing this ttnd Of OptiOn,which is Often referred to Ps a``Ca11 0ptiOn.''

″
     !      ｀ |   '    ' t   i  、  1 ・        i
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′
r・r)al)ply tilc cFil〕itzil‐assct pricing model to an option and the underlying   ・   1

stock, lct us nrst tlcnnc α as the rate Of cxpectcd return on the market        `

Hlinus the interest rate.D irhen the expected return on the optiOn and the

stock are:

E(Δ"ん)=″Δ″十αβ″Δ″,

E(Δ切/切)=ダ△歩十αβw△サ.

Multiplying equation (17)by 貿夕, and substituting for βり from equation
( 1 5 ) , w e  i n d i

』(Δ切)=綱 込け十α"切lβか'.

Using stochastic calculus,10 we can expand△切,which is切 ("引卜Δ打,
サ十 Δ″)一 り(",レ),as f0110wsi

Δり王″■△打十
丁
切11り物2Δ,十 切2Δ″・

Taking the expected value of equatiOn (19), and Substitutilng for E(Δ釘)
from equaばon(16),we have:

E(Δ 切,こ =二 ″"貿 'ュΔ″
。
十
‐α"犯 'lβ。△Lサ十

芋

り
2打21炒
1lΔ ,t留 炒2Aサ ・    (20)

Combining equatiOns(18)and(20),we ind that the terms involving α

and β」Cancel,giving:

切2王ダ切一打切1-覇―り2"2り11.      (2、 1)

Equation(21)is the same as equation(7).

Morc Complicated Optionsァ

The valuatiOn・formula(13)was derived under the assumption that the

錯1識鰐払品温ま縦r粒1紘鹿驚l札ざ盟!:柑岳船l'結品  、
have if it were exercised immediately(打一 σ).ThuS,a rational investor
、vili not exercise a ca1l option before maturity,and the value of an Arner‐

叫 謎 智甘端 品 艦 ]岳品 嫌 濫 撤 開 群 盤 粗

・

叩距  担
ble to European put optiOns(OptiOns to se11)as well as ca1l options

(OptiOns tO buy)。 1/Vriting ″サ(",サ)fOr the value of a put option, we see
that the differential equatiOn remains unchanged。

O See footnote 2.

10 For an cxposition of stOchastic calculus,scc McKean(1969).

( 1 6 )

(17)        |

(18)        |

( 1 9 )       .   |

楠岡成雄
Δり王″■△打十
丁
切11り物2Δ,十切2Δ″・
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″2 = ″″~ 打″1 - 万切2 " 2 ″1 1 .

The boundary cOndition,hOwever, becOmes:

″(",サ
*)E=0,

" ≫ σ

647

(22)

(23)
σ一 打,  何 <f.

To get the solution t9 thiS equation宙th thl new boundary conditiOn,
we can simply note that the ditterence between the value of a call and the

value Of a put On the same stock,if bOth can be exercised Only at lnaturity,

must Obey the same differential equatiOn,but with the f01lowing bOundary

condition:

切(" ,″
* )一
奴 打,サ
* ) =打 一 σ.

The s01ution tO the ditterential equation with this bOundary

切(打,レ)。一″(打,サ): =打 一 σθ
r(す―'・).

Thus the value of the:European put optiOn is:      ｀

家 打,サ)=切 (ち″)・― "十 σβ
r(,一サ・).

F)utting i】n the value of 切 (aゎ″) frOm  (13), an(i nOting tlhat
equal to∬(ニブ),we have:

″( 守, ″) = 一 が ( ―冴1 ) 十σθ
~ 打・
∬( 一冴2 ) ・   ( 2 7 )

In equatiOn(27),び l and冴2 are deined as,in equatiOn (13)。

す EquatiOn(25)also gives us a relation between the value Of a European
call and the valu1 0f a iEurOpean put.1l we see that if an investOr were to

buy a call and sell a put,his returns wOuld be exactly the same as if he

bought the stOck On margin, bOrrowing σert'―'・)toward the price of the

stock.                           ・

MertOn(1973)has also shown that the value Oi an American put option

will be greater than the value Of a European put Option.This is true be‐

cause it is sOmetilnes advantageous tO exercise a put Option before rnaturity,

if it is possible tO dO.so.For ettample,suppOse the stOck price falls allnOst

to zero and that the probability that the price will exceed the exercise

price before the optiOn expires is negligible. Then it will pay to exercise
the OptiOn inlmediately,sO that the exercise price 宙ll be received s00ner
rather than later.The investor thus gains the interest On the exercise price

for the period up tO the tilne he wOuld Otherwise have exercised ite So far,

no one has been able to Obtain a formula for the value of an American

put option.           .                       t,

捕器をti告告胎襴 挙
)iV雲甘祐‖:s私凝
11efl鞍
:;私ぷ品発どlet出鮮精is°ilttl,逮鑑ti恐

(24)

condition isi

(25)

( 2 6 )

1 - Ⅳ ( ガ) i s

‐μ

塩

】
冴
―

お

対

ぱ

丹

楠岡成雄
″( 守, ″) = 一が( ―冴1 ) 十σθ
~ 打・
∬( 一冴2 ) ・
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( )Merton 1973
の 議 論 の 正 当 化Black-Scholes

伊 藤 解 析 で モ デ ル を 書 き 換 え た
論 文 で は 確 率 過 程 は 裏 で 想 定BS

表 に は 微 分 方 程 式 の み が 現 れ て い る

刻 一 刻 の ポ ー ト フ ォ リ オ 組 み 替 え

確 率 積 分

２ 次 微 分 で の 打 ち 切 り

伊 藤 の 公 式



そ の 後 の 発 展

( )Harrison-Kreps 1979
モ デ ル の 一 般 化

国 田 ・ 渡 辺 以 後 の 結 果 が 必 要, Meyer
伊 藤 の 表 現 定 理

以 後 複 雑 な モ デ ル が 実 務 で 登 場
（ 現 実 の 現 象 を よ り よ く 説 明 す る た め ）
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