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第 II部

相対論的量子力学
電子のスピンを議論するためにはどうしても相対論的効果の議論が必須である。

以下の数節でそれを行おう。

4 特殊相対論 (古典論)

まず相対論の古典論の復習から始めよう。以下次の記法を用いよう。

xμ = (x0, x1, x2, x3 = (ct, x, y, z)

またいわゆる特殊相対論における計量テンソル (後述)として

gμν = gνμ = diag (1,−1,−1,−1)

gμν = gνμ = (gμν)
−1 = diag (1,−1,−1,−1)

gμνg
νρ = δμ

ρ

をとり添え字の上げ下げを

aμ = gμνa
ν

などとして行う。これより

gμ
ν = gμλgλν = δμ

ν

また一般に

a0 = a0, a1 = −a1, a= − a2, a3 = −a3

これらの記法により

aμb
μ = a0b0 − �a ·�b = a0b0 − �a ·�b

また

∂μ =
∂

∂xμ
=

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
として

∂μ∂
μ =

1

c2
∂2

∂t2
−Δ = −�
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4.1 ローレンツ変換

ここでローレンツ変換とはノルム |x|2 = gμνx
μxν を保存する実の線形変換(座標

変換)を指す。(時空間に固定された点を異なる座標系で計った時の座標を xμ, x′μ
′

などとして)

x′μ
′

= Ωμ′
νx

ν

(Ωμ′
ν)

∗
= Ωμ′

ν

|x′|2 = |x|2

g′μ′ν′x′μ
′
x′ν

′
= gμνx

μxν

g′μν = gμν = diag (1,−1,−1,−1)

これから以下の条件が導ける。78 79 80

gλκ = g′μ′ν′Ωμ′
λΩν′

κ

δρ
κ = gρ

κ = Ωμ′ρΩμ′κ = (Ωμ′ρΩμ′
κ)

78

gμνg
νλ =δλ

μ

=gλ
μ

79

x′μ
′

= Ωμ′
νx

ν

(Ωμ′
ν)

∗
= Ωμ′

ν

g′μ′ν′x′μ
′
x′ν

′
= g′μ′ν′Ωμ′

λx
λΩν′

κx
κ = gλκx

λxκより

gλκ = g′μ′ν′Ωμ′
λΩν′

κ

さらにδρ
κ = gρλgλκ

= gρλg′μ′ν′Ωμ′
λΩν′

κ

= Ωμ′ρΩμ′κ

80任意の量 X,Y について

XμYμ =Xκg
κμY λgλμ = XκY

λgκ
λ = XκY

κ
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逆変換は81

x′μΩμ
κ = xκ

なおつぎの関係式も成立する。82

ΩνκΩ
ρκ = δρ

ν

= Ων
κΩρ

κ = gρ
ν

これらはあわせて次のように表現できる。83

(Ω−1)μ
ν =(Ω)ν

μ

(Ω−1)μ
ν

=Ων
μ

(Ω−1)μν =Ωνμ

(Ω)μν ≡Ωμνとして

Ω̃Ω = ΩΩ̃ =I

81

x′μgμρ = gρμΩμ
νx

ν = Ωρνx
ν

x′μgμρΩρκ = ΩρκΩρνx
ν

x′μΩμ
κ = δκ

νx
ν = xκ

82

gρκx
ρxκ = gρκx

′νΩν
ρx′μΩμ

κ = gνμx
′νx′μ

gρκΩν
ρΩμ

κ = ΩνκΩμ
κ = gνμ

ΩνκΩρκ = gνμg
μρ = δρ

ν

83

(Ω−1)μ
ν =(Ω)ν

μ

としてみれば

(Ω−1)μ
νΩν

κ =(Ω)ν
μΩν

κ = δμ
κ

Ωμ
ν(Ω−1)ν

κ =Ωμ
νΩκ

ν = δμ
κ

さらに

(Ω−1)μ
ν

=((Ω−1)−1)ν
μ = Ων

μ
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ローレンツ変換の例

• z− 軸まわりの φ 回転

⎛⎜⎜⎜⎝
ct′0

x′

y′

z′

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 cosφ sinφ 0

0 − sin φ cos φ 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

ct0

x

y

z

⎞⎟⎟⎟⎠
• x− 軸方向の 速度 v = c tanhφ の特殊ローレンツ変換84

⎛⎜⎜⎜⎝
ct′

x′

y′

z′

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
coshφ − sinh φ 0 0

− sinh φ coshφ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

ct

x

y

z

⎞⎟⎟⎟⎠

テンソル

ある時空 P の物理量 O(P ) が座標変換 x→ x′ (ある座標系で {xμ} と指定され
る時空の点 P ({xμ}) が異なる座標系 ′ 系では P ({x′μ}) と指定される。この関係
より x′μ = x′μ({xν}) なる関数関係が定まる。)のもとでつぎの変換則に従うとき
以下の各々の名前でよばれる。

∂x′μ
′

∂xν
≡xμ′

,ν = Ωμ′
ν

∂xν

∂x′μ
′ ≡xν

,μ′ = Ωμ′ν

xμ′
,νx

ν
,κ′ =

∂x′μ
′

∂xν

∂xν

∂x′κ
′ = δμ′

κ′

xμ
,ν′x

ν′
,κ =

∂xμ

∂x′ν
′
∂x′ν

′

∂xκ
= δμ

κ

• スカラー

T ′ = T

84これは x = 0 として

t′ = t coshφ, x′ = −ct sinhφ
x′

t′
= −c tanhφ

これは x′-系が速度 −c tanhφ で x-系に対して等速度運動していることを意味する。
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• 反変ベクトル

T ′μ′
=

∂x′μ
′

∂xν
T ν = xμ′

,νT
ν = Ωμ′

νT
ν

• 共変ベクトル

T ′
μ =

∂xν

∂x′μ
Tν = Ωμ

νTν

• 反変 1 階、共変 2 階のテンソル (例)

T ′μ1
κ1κ2 =

∂x′μ1

∂xν1

∂xρ1

∂x′κ1

∂xρ2

∂x′κ2
T ν1

ρ1ρ2 = Ωμ1
ν1Ωκ1

ρ1Ωκ2

ρ2T ′ν1
ρ1ρ2

• 例えば 反変ベクトルと共変ベクトルの縮約AμBμ はスカラーである。85

• 逆に反変ベクトルとの縮約がスカラーとなるものは共変ベクトルであること
も示せる。

• gμν は２階の共変テンソルである。86

4.2 自由粒子の作用

このとき作用積分として次のものをとろう。

S = −mc
∫ b

a

ds =

∫ tb

ta

Ldt

ds2 = gμνdx
μdxν

L = −mc
√
gμν

dxμ

dt

dxν

dt
= −mc2

√
1− �v 2

c2
, �v =

d�r

dt
= �̇r

85

A′μB′
μ = Ωμ

νA
νΩμ

κBκ = Ωμ
νΩμ

κAνBκ = gμρΩρνgμηΩηκAνBκ = ΩρνΩρκAνBκ = AνBν

86

ds′2 = g′μνdx
′μdx′ν = g′μν

∂x′μ

∂xρ
dxρ ∂x

′ν

∂xκ
dxκ

ds2 = gρκdx
ρdxκ

より ds = ds′ から

g′μν

∂x′μ

∂xρ

∂x′ν

∂xκ
= gρκ

g′μν =
∂xρ

∂x′μ
∂xκ

∂x′ν
gρκ
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ローレンツ変換 x′μ = Ωμ
νx

ν で ( g′ = g ) で線素は不変 ds = ds′ であり、これ
はすなわち作用をローレンツ不変な形にあたえることができたことを意味する。
非相対論極限では

L → −mc2(1− 1

2

v2

c2
) = −mc2 +

1

2
mv2

と定数を除いて運動エネルギーを確かに与える。
運動量は

�p =
∂L

∂�̇r
=
∂L

∂�v
=

m�v√
1− �v 2

c2

≡M�v

M =
m√

1− �v 2

c2

となり M を相対質量とよぼう。さらにハミルトニアン H すなわちエネルギー E

は

H = E = �p · �̇r − L = �p · �v − L

=
mv2√
1− �v 2

c2

+mc2
√

1− �v 2

c2
=

mc2√
1− �v 2

c2

= Mc2

とあたえられ非相対論極限で

E → mc2(1 +
1

2

v2

c2
) = mc2 +

1

2
mv2

となり、静止エネルギー mc2 が自然にあらわれる。またエネルギーと運動量の間
に次の関係が導かれる。87

c�p =
�v

c
E

H = E = c
√
p2 +m2c2

87


p = 
v
E

c2

を使ってエネルギーの式から v を消去すると

E2(1− v2

c2
) = m2c4

E2(1− c2 p
2

E2
) = m2c4

E2 = m2c4 + c2p2
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特に超相対論的 v ≈ c な時88 E ≈ cp 特に光に対しては

E = cp

となる。
正準方程式は89

�̇r = �v =
∂H

∂�p
=
c2�p

E

�̇p = −∂H
∂�r

= 0

第一式より �p = E�v
c2

= M�v 第 2式へこれを代入して

�̇p =
d(M�v)

dt
=

d

dt

m�v√
1− v2

c2

= 0

これが運動方程式となる。
よりローレンツ不変性をあきらかな形で議論すれば変分原理より曲線のパラメ

ター τ 微分を ′ で書いて作用を一般のパラメター τ で書き直し一般のパラメター

に対するラグランジアンをまた L と書き (S =

∫ τb

τa

Ldτ ) 90

δL

δxμ
=

∂L

∂xμ
− d

dτ

∂L

∂xμ′ = −mc d
dτ

(
gμνx

ν ′√
gρκxρ′xκ′

)
= 0

88

p2

E
≈ m√

1− �v 2

c2

=
E

c2

E ≈ cp

89


̇r =
v =
∂H

∂
p
= c

2
p

2
√
p2 +m2c2

=
c2
p

E

90

L = −mc
√
gμν

dxμ

dτ

dxν

dτ
= −mc

√
gμνxμ′xν ′

δL

δxμ
=

∂L

∂xμ
− d

dτ

∂L

∂xμ′ = −mc d
dτ

(
gμνx

ν ′
√

)
= 0
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ここでパラメター τ を ds = cdτ ,( xμ′xμ
′ = c2) (固有時と呼ぶ。) ととれば91 92

d2xκ

dτ 2
= 0

これをもって自由粒子と考える。また τ = t とすれば μ = 0 成分の関係式は93

d

dt

mc2√
1− v2

c2

= dE
dt

= 0

とエネルギーが保存することを意味し、μ = i = 1, 2, 3 から運動量の保存94

d

dt

mc�̇r√
1− v2

c2

= �0

91ここでパラメター τ を ds = cdτ ,( xμ′xμ
′ = c2 ) ととれば

s =
∫ s

sa

ds =
∫ τ

τa

√
gμν

dxμ

dτ

dxν

dτ
dτ =

∫ τ

τa

√
xμ′xν

′dτ

ds =
√
xμ′xν

′dτ = cdτ

xμ′xν
′ =c2

92

gκμ δL

δxμ
= = −mcgκμ d

dτ
gμνx

ν ′ = −mcδκ
ν
d2xν

dτ2
= −mcd

2xκ

dτ2
= 0

93

d

dt

c

c
√

1− v2

c2

=0

94

d

dt

−ẋμ

c
√

1− v2

c2

=0
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が出る。後述のように４元運動量を pμ =
∂L

∂ẋμ
95

p0 = −Mc = −E
c

pi = px,y,z =

(
m�̇r√
1− v2

c2

)
i

とすると、これはローレンツ変換に関して共変ベクトルとなる。　

4.3 電磁場中の粒子の運動 (ラグランジェ形式)

このとき作用積分として次のものをとろう。

S = S0 + Sel

S0 = −mc
∫ b

a

ds = −mc
∫ τb

τa

dτ
√
gμνxμ′xν ′ =

∫ tb

ta

dt L0

L0 = −mc
√
gμν ẋμẋν

Sel = −e
∫

Aμdx
μ = −e

∫ τb

τa

Aκx
κ′dτ =

∫ tb

ta

dt Lel

Lel = −eAμ
dxμ

dt
= −eφ+ e�̇r · �A

ここで 4元ベクトルポテンシャルは

A0 = A0 =
1

c
φ

Ai = −Ai, A1 = Ax, A
2 = Ay, A

3 = Az

ẋμ =
dxμ

dt
は 4元速度である。

なおこの作用のローレンツ不変性は Aμ が共変ベクトルであることから従う。ま
た、この Aμ の共変性はMaxwellの方程式および電荷の保存則より観測事実とし
て従う。96

95

pμ = −mc gμν ẋ
ν√

gμν ẋμẋν

p0 = −mc c

c
√

1− v2

c2

= −Mc = −E
c

pi = px,y,z = −mc −ẋi

c
√

1− v2

c2

=
(

m
̇r√
1− v2

c2

)
i

96この Aμ の共変性はMaxwellの方程式および電荷の保存則より観測事実として従う。
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詳しくは後述の議論から Maxwellの方程式は 
B = div 
A, 
E = −∂ �A
∂t − 
∇φ として次の２式に

等価である。

� 
A = Δ 
A− 1
c2
∂2 
A

∂t2
= 
∇(div 
A+

1
c2
∂φ

∂t
)− μ0


j

Δφ = − ∂

∂t
div 
A− ρ

ε0

これはローレンツ条件 (ゲージ)といわれる条件

div 
A+
1
c2
∂φ

∂t
=

∂Aμ

∂xμ
= ∂μA

μ = 0

のもとで

� 
A = −μ0

j

�φ = −c2μ0ρ

となる。ここで４元カレント jμ を

j0 = cρ, j1 = jx, j
2 = jy, j

3 = jz

と定義すればMaxwellの方程式は

�Aμ = −μ0j
μ

となる。
一方電荷の保存則

0 = div
j +
∂ρ

∂t
= ∂μj

μ

は (実験的に)ローレンツ不変であるから jμ は反変ベクトルであり、従って Aμ も反変ベクトルと
なる。なおローレンツ条件 ∂μA

μ = 0 はスカラーに対する関係式となりローレンツ変換に対して
不変であり

�∂μA
μ = −μ0∂μj

μ = 0

と場の方程式と両立する。
またゲージ変換


A→ 
̄A = 
A+ 
∇χ

φ→ φ̄ = φ− ∂χ

∂t

は

Aμ → Āμ = Aμ + ∂μχ

と書ける。
つぎに 
E, 
B を４元形式で書こう。そこで２階の共変テンソルを

fμν ≡ ∂μAν − ∂νAμ = −fνμ
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この作用に変分原理を適用して運動方程式は97パラメターを固有時にとってロー

とすると

f01 = ∂0A1 − ∂1A0 = −1
c

∂Ax

∂t
− 1
c

∂φ

∂x
=

1
c
Ex

f02 =
1
c
Ey

f03 =
1
c
Ez

f12 = ∂1A2 − ∂2A1 = −∂Ay

∂x
+
∂Ax

∂y
= −Bz

f13 = ∂1A3 − ∂3A1 = −∂Az

∂x
+
∂Ax

∂z
= By

f23 = ∂2A3 − ∂3A2 = −∂Az

∂y
+
∂Ay

∂z
= −Bx

まとめて

fμν =

⎛⎜⎜⎝
0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c 0 −Bz By

−Ey

c Bz 0 −Bx

−Ez

c −By Bx 0

⎞⎟⎟⎠
確かにこれらはゲージ変換で不変である。

f̄μν = ∂μĀν − ∂νĀμ

= ∂μ(Aν + ∂νχ)− ∂ν(Aμ + ∂μχ) = fμν

97

δL0

δxμ
= mc

d

dτ

(
gμνx

ν ′√
gαβxα′xβ ′

)
δLel

δxμ
= −e

(
∂μ(Aκx

κ′)− dAμ

dτ

)
= −e

(
∂μ(Aκx

κ′)− xν ′∂νAμ

)
= −e

(
xκ′∂μAκ − xν ′∂νAμ

)
= −e(∂μAν − ∂νAμ)xν ′ = −fμνx

ν ′ = fνμx
ν ′

よりパラメターを固有時にとって

mgμν
d2xν

dτ2
+ e

dxν

dτ
fνμ = 0

mgρμgμν
d2xν

dτ2
= −egρμ dx

ν

dτ
fνμ

m
d2xρ

dτ2
= −edx

ν

dτ
fν

ρ = −edxν

dτ
fνρ
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レンツ不変な形では

m
d2xρ

dτ 2
= −edxν

dτ
f νρ

fμν = ∂μAν − ∂νAμ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c
0 −Bz By

−Ey

c
Bz 0 −Bx

−Ez

c
0 Bx 0

⎞⎟⎟⎟⎠
これを

m
d2xρ

dτ 2
= F ρ

F ρ = −edxν

dτ
f νρ

と書いて　F ρ を４元力と呼ぶ。この運動方程式は４つすべてが独立ではなくその
間に１つの線形関係98

uμF
ν = 0

uμ =
dxμ

dτ

が存在する。ここで uμ は４元速度であり

uμuμ = c2

uμ = (c
dt

dτ
, �v
dt

dτ
)

τ = t とすれば

m
d

dt

gμν ẋ
ν√

1− v2

c2

= eẋκfμκ

dπμ

dt
= eẋκfμκ, (πμは一般のパラメターτとして時間 tをとる、つまりτ = tとしたときに使おう)

πμ = m
gμν ẋ

ν√
1− v2

c2

= Mgμν ẋ
ν = Mẋμ

πμπ
μ =

m2ẋμẋ
μ

1− v2

c2

=
m2(c2 − v2)

1− v2

c2

= m2c2

98

dxμ

dτ
Fμ = −edxμ

dτ

dxκ

dτ
fκμ = 0 fκμの反対称性
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である。99

またこの運動方程式は時間 t を使えば次のようにかける。100

dπμ

dt
= eẋκfμκ

πμ = m
gμν ẋ

ν√
1− v2

c2

= Mẋμ = muμ

πμπ
μ = m2c2

これを各成分で書けば101

99これを書き直せば

u0 = c
dt

dτ

ui =
dxi

dτ

√( dt
dτ

)2 − 1
c2
( dt
dτ

̇r
)2

= 1

dt

√
1− v2

c2
= dτ

Mẋμ =
m√

1− v2

c2

ẋμ =
m√

1− v2

c2

dxμ

dt
= m

dxμ

dτ
= muμ

100

πμπ
μ =M2c2 − 
π2 = m2c2


π =M
v = (π1, π2, π3) = (−π1,−π2,−π3)

101

π0 =
mc · 1√
1− v2

c2

= Mc

π1 =
−mẋ√
1− v2

c2

= −Mẋ = −π1 = −πx

π2 = −Mẏ − π2 = −πy, π3 = −Mż = −π3 = −πz

第 0成分より

dπ0

dt
= c

dM

dt
= eẋκf0κ =

e

c
(ẋEx + ẏEy + żEz)

d(Mc2)
dt

= e
v · 
E
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d(Mc2)

dt
= e�v · �E

d�π

dt
= e( �E + �v × �B)

M2c2 − �π2 = m2c2

ここで

M =
m√

1− v2

c2

�π = M�v = (π1, π2, π3) = (−π1,−π2,−π3)

�v = �̇r

さらに次式が確認できるから

�v · dπ
dt

= e �E · �v =
dMc2

dt

運動方程式としては d�π
dt

= e( �E + �v × �B) のみが独立である。102

第 1成分より

dπ1

dt
= −d(Mẋ)

dt
= eẋκf1κ = e

(
− c

c
Ex − ẏBz + żBy

)
dπx

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)x

同様に
dπy

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)y ,

dπz

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)z

102


v · d
π
dt

= e 
E · 
v

=
dM

dt

v2 +M
v · d
v

dt

=
dM

dt
v2 +

1
2
M
dv2

dt

= m
d
dt

v2

c2

2(1− v2

c2 )3/2
v2 +

1
2
M
dv2

dt

= m
v2 + (1 − v2

c2 )c2

2(1− v2

c2 )3/2

d

dt

v2

c2
=

m

2(1− v2

c2 )3/2

dv2

dt
=
dMc2

dt


v · dπ
dt

= e 
E · 
v =
dMc2

dt
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4.4 電磁場中の粒子の運動 (ハミルトン形式)

上記の議論をハミルトニアン形式で行おう。まず正準運動量を次のように定義
する。(τ = t) 103

pμ =
∂L

∂ẋμ

= − mẋμ√
1− v2

c2

− eAμ = −Mẋμ − eAμ

各成分で書けば

p0 = −Mc− e

c
φ

p1 = Mẋ+ eAx ≡ px

p2 = Mẏ + eAy ≡ py

p3 = Mż + eAz ≡ pz

�p = �π + e �A

103

pμ =
∂L

∂ẋμ

= −mc gμν ẋ
ν√

gμν ẋμẋν
− eAμ

= − mẋμ√
1− v2

c2

− eAμ = −Mẋμ − eAμ

= −πμ − eAμ

p0 = −Mc− eA0 = −Mc− e

c
φ

p1 = −Mẋ1 − eA1 = +Mẋ+ eAx

p2 = −Mẋ2 − eA2 = +Mẏ + eAy

p3 = −Mẋ3 − eA3 = +Mż + eAz
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ハミルトニアン H は次のように定義される。104 105

H =
∑

μ=1,2,3

pμẋ
μ − L

= c
√
�π2 +m2c2 + eφ

= c

√
(�p− e �A)2 +m2c2 + eφ

104


π = M
v = 
p− e 
A
M2c2 = 
π2 +m2c2

より

Mc =
√

π2 +m2c2

またはより具体的に

(
p− e 
A)2 = M2v2

(
p− e 
A)2 +m2c2 =
m2v2

1− v2

c2

+m2c2 = m2 v
2 + c2(1− v2

c2 )

1− v2

c2

= m2 c2

1− v2

c2√
(
p− e 
A)2 +m2c2 =

mc√
1− v2

c2

= Mc

よって

Mc2 = c

√
(
p− e 
A)2 +m2c2

105

H =
∑

μ=1,2,3

pμẋ
μ − L

=
∑

μ=0,1,2,3

pμẋ
μ − p0ẋ

0 − L

= −p0ẋ
0 + pμẋ

μ − L

= −p0ẋ
0 −Mẋμẋ

μ − eAμẋ
μ − (−mc2

√
1− v2

c2
− eAμẋ

μ)

= −p0ẋ
0 −M(c2 − v2) +mc2

√
1− v2

c2

= −p0ẋ
0 = Mc2 + eφ

= c
√

π2 +m2c2 + eφ

= c

√
(
p− e 
A)2 +m2c2 + eφ
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なお非相対論的極限 (�p−e �A)2

2m
<< mc2 では106

H ≈ mc2 +
(�p− e �A)2

2m
+ eφ

議論を続けて正準方程式より107

�v ≡ �̇r =
�π

M

�̇p = e�∇( �A · �v − φ)

106

H =mc2
√

1 +
1

m2c2
(
p− e 
A)2 + eφ

≈mc2(1 +
1
2
(
p− e 
A)2) + eφ = mc2 +

(
p− e 
A)2

2m
+ eφ

107正準方程式は


̇r =
∂H

∂
p


̇p = −∂H
∂
r

であり、第１式よりMc =
√

π2 +m2c2, 
π = 
p− e 
A = M
v に注意して


v ≡ 
̇r =
∂H

∂
p

= c

π√


π2 +m2c2

=

π

M

また第２式より 
π = M
v から


̇p = −∂H
∂
r

= c
e
∇(
π · 
A)√

π2 +m2c2

− e
∇φ, (
∇はπを微分しないものとする)

= e(
∇( 
A · 
v)− 
∇φ), (
∇は vを微分しないものとする :通常の記法)

= e
∇( 
A · 
v − φ)
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ここで �p = �π + e �A よりこの正準方程式は

d�π

dt
= e�∇( �A · �v − φ)− ed

�A

dt

= e�∇( �A · �v − φ)− e∂
�A

∂t
− e(�v · �∇) �A

(�∇は vを微分しないものとする :通常の記法)

= e �E + e
(
�∇( �A · �v)− (�v · �∇) �A

)
= e( �E + �v × �B)

と前述の運動方程式を与える。非相対論的極限は自明であろう。108

108v は 
r とは独立と考えているから 
A× ( 
B× 
C) = ( 
A · 
C) 
B− ( 
A · 
B)
C = 
B( 
A · 
C)− ( 
A · 
B)
C
より


v × rot 
A = 
v × (
∇× 
A)

= 
∇(
v · 
A)− (
v · 
∇) 
A

または

(
v × rot 
A)i = εijkvjεklm∂lAm = (δilδjm − δimδjl)vj∂lAm

= vj∂iAj − vj∂jAi
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5 ディラック方程式

5.1 ディラック方程式の導出

前節でもとめた相対論的ハミルトニアンに基づき量子化の手続きを進めよう。す
なわち古典的ハミルトニアン

Hcl = c

√
(�p− e �A)2 +m2c2 + eφ

に対して置き換え �p→ −i��∇ を行い量子的なハミルトニアンを考えたい。しかし
ここで根号の扱いが困難であるから

HD,cl = c�α · (�p− e �A) + βmc2 + eφ

とおき、形式的な等式

Hcl = HD,cl

から根号を含まないハミルトニアン HD,cl を決定することを試みよう。具体的には

c2
{

(�p− e �A)2 +m2c2
}

=

{
c�α · (�p− e �A) + βmc2

}2

を満たすように展開係数 �α, β を決めたい。そのためには

α2
x = α2

y = α2
z = β2 = 1

{αi, αj} = αiαj + αjαi = 0, i �= j

{αi, β} = αiβ + βαi = 0

であれば良い。これを満たす �α, β は４次の行列であればよく、具体的にはディ
ラックの表現と呼ばれる次のものが便利である。

αi =

(
O2 σi

σi O2

)
≡ ρ1 ⊗ σi

β =

(
I2 O2

O2 −I2

)
≡ ρ3 ⊗ I2

ここで �σ, �ρ は次のパウリ行列である。

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
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これらは次の関係式をみたす。109

σiσj = iεijkσk, (i �= j)

σ2
i = I2

[σi, σj ] = 2iεijkσk

Tr σx = Tr σy = Tr σz = 0

det σx = det σy = det σz = −1

(�σ · �A)(�σ · �B) = ( �A · �B)I2 + i�σ · ( �A× �B)

ここで 記号 ⊗ は 2× 2 行列 の組から 4× 4 行列を次のように構成する際に用
いる（テンソル積)

(A⊗ B)ia,jb ≡AijBab

i, j =1, 2 a, b = 1, 2

(i, a), (j, b) =(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)

よってブロック行列の掛算を思い出せば次のようになる。

(A⊗ B)(C ⊗D) =(AC ⊗ BD)

これは次の式から理解することもできる。

{(A⊗ B)(C ⊗D)}ia,jb =(A⊗B)ia,kc(C ⊗D)kc,jb

=AikBacCkjDcb = (AC)ij(BD)ab

=(AC ⊗ BD)ia,jb

また110

109

(
σ · 
A)(
σ · 
B) =σiAiσjBj =
1
2
{σiAiσjBj + σjAjσiBi}

=
1
2
{
∑
i=j

(σiσjAiBj + σjσiAjBi)}+
∑
i�=j

(σiσjAiBj + σjσiAjBi)}

=
1
2

{∑
i

2σ2
iAiBi +

∑
i�=j

σiσj(AiBj −AjBi)
}

= 
A · 
B + i
1
2
εijkσk(AiBj −AjBi)

= 
A · 
B + iεijkσkAiBj

= 
A · 
B + i
σ · 
A× 
B

110

TrA⊗B =
∑
ia

(A⊗B)ia,ia =
∑
ia

AiiBaa = TrATrB
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TrA⊗B =TrATrB

[A⊗ I, B ⊗ C] =AB ⊗ C − BA⊗ C = [A,B]⊗ C

この HD,cl を用いて量子化 �p→ −i��∇ を行ったものがディラックハミルトニア
ン HD であり、このときのシュレディンガー方程式はディラック方程式と呼ばれ
次のようになる。

HD = c�α · (�

i
�∇− e �A) + βmc2 + eφ

i�
∂

∂t
Ψ(�r, t) = HDΨ(�r, t)

ここで次のディラック行列 γμ, μ = 0, 1, 2, 3 を導入しディラック方程式を書き直
そう。111

γμ = (γ0, �γ)

γ0 = β

�γ = (γx, γy, γz) = β�α = (γ1, γ2, γ3)

{γμ, γν} = 2gμν

�α, β のエルミート性は

γ0† = γ0

γi† = −γi

とかけるがこれはまとめて

γμ† = γ0γμγ0

と表現できる。

111

γ1γ1 = βαxβαx = −ββαxαx = −I

など
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これからディラック方程式は112{
i�γμ(∂μ + i

e

�
Aμ)−mc

}
Ψ = 0

(i�γμDμ −mc)Ψ = 0

Dμ = ∂μ + i
e

�
Aμ

とかける。ここで波動関数は４成分であることに注意しよう。
なお i� ∂

∂t
Ψ = HDΨ は

HD =γ0(−i�c�γ · �∇+mc2)

i�c∂0Ψ =HDΨ

5.2 ディラック方程式の対称性

カレントの保存

ディラック方程式とそのエルミート共役を考えると113

ρ = Ψ†Ψ
�j = cΨ†�αΨ

112 {
i�
∂

∂t
− cα · (�

i

∇− eA)− βmc2 − eφ

}
Ψ = 0

γ0

c
×{

γ0(i�
1
c

∂

∂t
− e1

c
φ)− 
γ · (−i�
∇− e 
A)−mc

}
Ψ = 0{

i�γ0(
∂

∂(ct)
+ ie

1
c�
φ) + i�
γ · (
∇− i e

�


A)−mc
}

Ψ = 0{
i�γμ(∂μ + i

e

�
Aμ)−mc

}
Ψ = 0

(i�γμDμ −mc)Ψ = 0

Dμ = ∂μ + i
e

�
Aμ

113ディラック方程式

i�
∂Ψ
∂t

= c(−i�∂i − eAi)αiΨ + (βmc2 + eφ)Ψ

のエルミート共役より

−i�∂Ψ†

∂t
= c(i�∂i − eAi)Ψ†αi + Ψ†(βmc2 + eφ)
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として連続の方程式

∂ρ

∂t
+ div�j = 0

が成立する。
共変形式では Ψ̄ = Ψ†γ0 としてカレントの保存則として次の関係が得られる。

114115

∂μj
μ = 0

jμ = Ψ̄γμΨ

よって

i�
∂

∂t
(Ψ†Ψ) = i�(Ψ̇†Ψ + Ψ†Ψ̇)

= −ic�
{

(∂iΨ†αi)Ψ + Ψ†αi(∂iΨ)
}

= −ic�∂i(Ψ†αiΨ)

よって

ρ = Ψ†Ψ

j = cΨ†
αΨ

として

∂ρ

∂t
+ div
j = 0

114

i�γμ(∂μΨ)− eγμAμΨ−mcΨ = 0

エルミート共役より

−i�(∂μΨ†)γμ† − eΨ†γμ†Aμ −mcΨ† = 0

Ψ̄ = Ψ†γ0 として

−i�(∂μΨ̄)γμ − eΨ̄γμAμ −mcΨ̄ = 0

よってカレントの保存則として次の関係が得られる。

∂μj
μ = 0
jμ = Ψ̄γμΨ

115ローレンツ不変性をしめすためにはカレント jμ が反変ベクトルであることを示す必要がある。
逆にこの保存則が実験的に確認されることによりローレンツ不変性が保たれる。



— 量子力学第３: 相対論的量子力学 — 2005 冬　初貝 ( 2006.8.22 ) 84

自由粒子における全角運動量の保存

ここで自由粒子　（ �A = �0, φ = 0 ）をディラック表示で考えよう。116

H = c�α · �p+ βmc2 = cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc
2

このとき

�L = �r × �p
Li = εijkrjpk

に対して

[
�

2
�σ + �L,H ] = 0

つまり

[H, �J ] = 0

�J = �L+ �S

�S =
�

2
�σ

この　 �S をスピンと呼び全角運動量 �J は保存量となる。
116

H = c
α · 
p+ βmc2 = cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc
2

このとき


L = 
r × 
p
Li = εijkrjpk

に対して

[Li, H ] = cρ1 ⊗ σ
[εijkrjpk, p
] = i�cρ1 ⊗ σ
εijkδj
pk

= i�cρ1 ⊗ εijkσjpk = i�cρ1 ⊗ (
σ × 
p)i

[AB,C] = ABC − CAB
A[B,C] + [A,C]B = ABC −ACB + (ACB − CAB)

一方

[σi, H ] = cρ1 ⊗ [σi, σ
]p


= 2icρ1 ⊗ εi
kσkp


= −2icρ1 ⊗ (
σ × 
p)i

よって

[
�

2

σ + 
L,H ] = 0
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自由粒子におけるエネルギーと運動量の保存

自由粒子 Aμ = 0 では

HD =cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc
2

[HD, HD] =0

[HD, �p] =�0

5.2.1 ローレンツ不変性

ローレンツ変換

x′μ = Ωμ
νx

ν

x′μΩμ
κ = xκ

について Dμ は共変ベクトルとして変換するから117 (Dμ = D′
νΩ

ν
μ)

γ̂μ = Ωμ
νγ

ν

として118

(i�γ̂νD′
ν −mc)Ψ(x) = 0

117

∂′μ =
∂xν

∂x′μ
∂ν = Ωμ

ν∂ν

∂μ =
∂

∂xμ
=
∂x′ν

∂xμ

∂

∂x′ν
= Ων

μ∂
′
ν = ∂′νΩν

μ

また Aμ の共変性より

A′
μ(x′) = Ωμ

νAν(x)
A′

μ(x′)Ωμ
κ = Ωμ

νAν(x)Ωμ
κ = gμρΩρνAν(x)gμτΩτ κ = δρ

τΩρνAν(x)Ωτ κ

= ΩρνAν(x)Ωρκ = δν
κAν(x) = Aκ(x)

118

0 = (i�γμDμ −mc)Ψ(x) = (i�γμD′
νΩν

μ −mc)Ψ(x)

=
(
i�(Ων

μγ
μ)D′

νΩν
μ −mc

)
Ψ(x)

= (i�γ̂νD′
ν −mc)Ψ(x)
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ここで119

{γ̂μ, γ̂ν} = 2gμν

これより正則行列 Λ が存在しすべての μ に対して

γ̂μ = Λ−1γμΛ

となる Λ が存在することが知られている。(後述) これより次の通りディラック方
程式はローレンツ共変となる。120

(i�γμD′
μ −mc)Ψ′(x′) = 0

ここで

Ψ′(x′) = ΛΨ(x)

であり、

x′ = Lx, x′μ = Ωμ
νx

ν

と書けば

Ψ′(x′) = (LΨ)(x′) = (LΨ)(Lx) = ΛΨ(x)

変換行列の具体的な構成
ここで議論に使った Λ を具体的に構成してみよう。まず無限小ローレンツ変換

を考え

Ωμ
ν =gμ

ν + δΩμ
ν

119

{γ̂μ, γ̂ν} = Ωμ
κΩν

ρ{γκ, γρ} = 2Ωμ
κΩν

ρg
κρ

= 2Ωμ
κΩνκ = 2gμτΩτ κΩνκ = 2gμτδτ

ν = 2gμν

120

(i�Λ−1γμΛD′
μ −mc)Ψ = 0

(i�γμΛD′
μ −mcΛ)Ψ ≡ (i�γμD′

μ −mc)Ψ′(x′) = 0
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とすれば微小量の 1次まででΩμ
νΩμ

λ = gλ
ν より

121

δΩλν =− δΩνλ

ここでΛ−1γμΛ = Ωμ
νγ

ν を書き直そう。まず

Ωμ
ν =gμ

ν + δΩμ
ν

Ωμ
νγ

ν =γμ + δΩμ
νγ

ν

Λ =I + δΛ として

(I − δΛ)γμ(I + δΛ) =γμ − [δΛ, γμ]

よって

δΩμ
νγ

ν =− [δΛ, γμ]

δΩμνγ
ν =− [δΛ, γμ]

δΛ =− i

4
σκνδΩκν

として δΩμν の反対称性より

σμν =− σνμ

と仮定して一般性を失わず、反対称性に注意して

δΩμνγ
ν =

i

4
[σκν , γμ]δΩκν

[σκν, γμ] =− 2i(gκ
μγ

ν − gν
μγ

κ)

121

gλ
ν =(gμ

ν + δΩμ
ν)(gμ

λ + δΩμ
λ)

=gλ
ν + δΩλ

ν + δΩν
λ

0 =δΩλ
ν + δΩν

λ

0 =δΩλν + δΩνλ
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次の σμν がこの関係式を満たすことが示せる。122

σμν =
i

2
[γμ, γν ]

これを積分して123

Ω =eω ,

ω̃ =− ω

に対して ( ω :実反対称) 124

122

σμν =
i

2
[γμ, γν ]

∵ [γκγν , γμ] =γκγνγμ − γμγκγν

=γκ(−γμγν + 2gμν)− γμγκγν

=− γκγμγν + 2γκgμν − γμγκγν

=− 2gκμγν + 2γκgμν

[[γκ, γν], γμ] =− 2gκμγν + 2γκgμν − (−2gνμγκ + 2γνgμκ)
=− 4gκμγν + 4γκgμν

[[γκ, γν ], γμ] =− 4gκ
μγ

ν + 4γκgν
μ

[
i

2
[γκ, γν ], γμ] =− 2i(gκ

μγ
ν − γκgν

μ)

123

Ω =eω

ΩΩ̃ =Iより

ω̃ =− ω

成分表示では

(Ω̃)μ
ν =Ων

μ

と書いて

(ΩΩ̃)μ
ν =Ωμ

κΩν
κ = δμ

ν

(Ω−1)
κ

ν =Ων
κ

(ω̃)μ
ν =ων

μ = −ωμ
ν

(eω)μ
κ(eω)ν

κ =(eω)μ
κ

˜(eω)
κ

ν = (eω)μ
κ(eω̃)

κ

ν = δμ
ν

124まず

γ̂κ =(etω)κ
λγ

λ

∣∣∣∣
t=1
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Λ =e
− i

4
σμνωμν

なお125

Λ† =γ0Λ−1γ0

Λ(t) =e
− it

4
σμνωμν

= e
− it

4
σμ

νωμ
ν

として

Γκ(t) =Λ(t)−1γκΛ(t) = e
+
it

4
σμ

νωμ
ν
γκe
− it

4
σμ

νωμ
ν

∂Γκ

∂t
=
i

4
Λ−1[σμ

ν , γκ]Λωμ
ν =

1
2
Λ−1(gκ

μγ
ν − gκνγμ)Λωμ

ν

=
1
2
(gκ

μΓν − gκνΓμ)ωμ
ν =

1
2
(Γνωκ

ν − Γμω
μκ) =

1
2
(Γνωκ

ν − Γμωμ
κ)

=
1
2
(Γνωκ

ν + Γμωκ
μ) = ωκ

μΓμ

t = 0 で Γμ(0) = γμ に注意して連立微分方程式の解として

Γμ =(etω)μ
νγ

ν

t = 1 として

Γμ(1) =γ̂μ

125

σμν† =
(
i

2
[γμ, γν ]

)†
= − i

2
[γν†, γμ†]

=
i

2
[γμ†, γν†] = γ0 i

2
[γμ, γν ]γ0

=γ0σμνγ0

Λ† =e
i

4
(σμν)†ωμν

=γ0e

i

4
(σμν)ωμν

γ0

=γ0Λ−1γ0
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このローレンツ変換に対してカレントは

Ψ =Λ−1Ψ′ = γ0Λ†γ0Ψ′

jμ =Ψ̄γμΨ

=Ψ†γ0γμΨ

=Ψ′†γ0Λγ0(γ0γμ)Λ−1Ψ

=Ψ′†γ0ΛγμΛ−1Ψ′

=Ψ̄′ΛγμΛ−1Ψ′

ここで前節の議論から

Ωμ
νγ

ν =Λ−1γμΛ

Ωμ
νΛγ

νΛ−1 =γμ

Ωμ
κΩμ

νΛγ
νΛ−1 =gκ

νΛγνΛ−1 = ΛγκΛ−1 =

=Ωμ
κγμ = γμΩμ

κ

よって126

j′κ =Ωκ
μj

μ

j′μ =Ψ̄′γμΨ′

これはカレントが反変ベクトルとして変換することを意味し，保存則 ∂μj
μ = 0 が

ローレンツ不変であることを意味する。

5.3 自由ディラック方程式の平面波解

この節では Aμ = 0 として具体的にディラック方程式の解を構成しよう。ディ
ラックハミルトニアンを

H =c�α ·
�∇
i

+ βmc2 = cρ1 ⊗ �σ · �p+ ρ3mc
2

としてディラック方程式は

i�c∂0Ψ =HΨ

126

jμ =j′νΩν
μ

Ωκ
μj

μ =Ωκ
μΩν

μj′ν = gκ
ν j

′ν = j′κ
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と書けるから

Ψ(+)(x) =e−ikμxμ

u(k)

Ψ(−)(x) =e+ikμxμ

v(k)

−kμxμ =− k0x0 + kixi = �k · �r − ωt
(kx, ky, kz) =(k1, k2, k3) = (−k1,−k2,−k3)

k0 =k0 =
ω

c

と書いて

H2 =(c2�p 2 +m2c4)14

に注意して平面波解は次の関係式を満たす。127

�pΨ(±) =± ��kΨ(±)

HΨ(±) =± EΨ(±)

Hu = + Eu

Hv =− Ev
E =c�k0 = c�k0 = �ω

�k0 =

√
��k 2 +m2c2

kμk
μ =
(mc

�

)2

127

H2 =c2ρ2 ⊗ (
σ · 
p)2 + ρ2
3m

2c4 + 2mc2(ρ1ρ3 + ρ3ρ1)
σ · 
p
=(c2
p 2 +m2c4)14

または

H =γ0(−i�c
γ · 
∇+mc2)

H2 =γ0(−i�c
γ · 
∇+mc2)γ0(−i�c
γ · 
∇+mc)

=− �
2c2γ0γiγ0γj(
∇)i(
∇)j +m2c4 − i�mc2(γiγ0 + γiγ0)(
∇)i

=− �
2c2(−γi)γj(
∇)i(
∇)j +m2c4

=− �
2c2
∇2 +m2c4 = c2
p 2 +m2c4


pΨ(±) =
�

i

∇Ψ(±) =

�

i
(∓i)(k1, k2, k3)Ψ(±) = ±�(k1, k2, k3)Ψ(±) = ±�
kΨ(±)
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一方ディラック方程式 (i�γμ∂mu−mc)Ψ(±) = 0 から k/ = kμγ
μ として128

(�k/−mc)u =0

(�k/ +mc)v =0

5.3.1 m �= 0 の場合

静止した慣性系 �v = 0, kμ = (mc
�
, 0, 0, 0)をとれば完全系として uα

rest, v
α
rest,α = 1, 2

が以下のようにとれる。129

u1
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , u2
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , v1
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , v2
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠
ūαuβ =δαβ , v̄αvβ = −δαβ , ūαvβ = v̄αuβ = 0

uα
rest =

(
ψα

rest

0

)
, vα

rest =

(
0

χα
rest

)

128

(±�k/−mc)Ψ(±)(x) =0, k/ = kμγ
μ

(�k/−mc)u =0
(�k/ +mc)v =0

129

mc(γ0 − 1)urest =mc

⎛⎜⎜⎝
0

0
−2

−2

⎞⎟⎟⎠urest = 0

mc(γ0 + 1)vrest =mc

⎛⎜⎜⎝
2

2
0

0

⎞⎟⎟⎠ vrest = 0
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これを基にローレンツ変換により一般の平面波解を構成しよう。まず130

a/b/ =− iaμbνσ
μν + aμb

ν

k/k/ =kμk
μ = k2

から

uα =
1

mc
(�k/ +mc)uα

rest

=
1

mc

(
(�k0 +mc)ψα

rest

γi�k
iψα

rest

)
=

1

mc

(
(E

c
+mc)ψα

rest

(�σ · �p)ψα
rest

)

5.4 非相対論的極限

４成分のスピノルを２成分スピノル ψ, χ をつかって次のように書き

Ψ(x) =

(
ψ(x)

χ(x)

)

ディラック方程式を次の型に書こう。

i�
∂

∂t

(
ψ

χ

)
=

(
mc2 + eφ cP

cP −mc2 + eφ

)(
ψ

χ

)
P = �α · �π = �σ · (�p− e �A)

さらに定常状態に関しては

ψ(x) = e−iEt/�ψ(�r)

χ(x) = e−iEt/�χ(�r)

として

(mc2 + eφ)ψ + cPχ = Eψ

cPψ + (−mc2 + eφ)χ = Eχ

130

a/b/ =aμγ
μbνγ

ν =
1
2
(aμbνγ

μγν + aνbμγ
νγμ) =

1
2
(
aμbνγ

μγν + aνbμ(−γμγν + 2gμν)
)

=
1
2
(aμbν − aνbμ)γμγν + aμb

ν =
1
2
aμbν [γμ, γν ] + aμb

ν

=− iaμbνσ
μν + aμb

ν

σμν =
i

2
[γμ, γν ]
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以下非相対論的極限

eφ << mc2,
P 2

2m
<< mc2, E ≈ mc2

を考えるのに便利な型にディラック方程式を変形しよう。

W = E −mc2

とすれば第２式より

χ =
c

2M ′c2
Pψ =

1

2M ′c
Pψ

2M ′c2 = E +mc2 − eφ = 2mc2 +W − eφ

M ′ = m+
1

2c2
(W − eφ)

これからディラック方程式は次のように厳密に書き直せる。131

(P
1

2M ′P + eφ)ψ = Wψ

最低次の近似

最低次の近似として

M ′ = m

とすれば (シュレディンガー近似)

Hshψ = Wψ

Hsh =
1

2m
P 2 + eφ

ここで132

P 2 = �π2 − e��σ · �B, �B = rotA
131

(mc2 + eφ)ψ + P
1

2M ′Pψ = Eψ

(P
1

2M ′P + eφ)ψ = Wψ

132

P 2 = (
σ · 
π)2 = (σiπ
i)(σjπ

j) = 
π2 +
1
2
(σiσj − σjσi)πiπj

= 
π2 + iεijkσiπjπk = 
π2 + iεijkσi(pj − eAj)(pk − eAk)

= 
π2 − ieεijkσi(pjAk) = 
π2 − ieεijkσi
�

i
(∂jAk)

= 
π2 − e�
σ · 
B, 
B = rotA
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これから

Hsh =
(�p− e �A)2

2m
+ eφ + �μ · �B

�μ = − e�

2m
�σ

= −gμB
�S/�, (�S =

�

2
σ)

ここでボーア磁子 μB =
e�

2m
いわゆる g 因子 g = 2

となる。

v2

c2
までの近似

つぎに近似の次数をあげて133

1

M ′ ≈
1

m
− 1

2m2c2
(W − eφ)

としよう。ここで W − eφ ≈ mv2 と見積もり v2

c2
までとった。よって

P
1

2M ′P =
P 2

2m
− 1

4m2c2
WP 2 +

e

4m2c2
PφP

これから (
P 2

2m
+ eφ+

e

4m2c2
PφP

)
ψ = W (1 +

1

4m2c2
P 2)ψ

ここで規格化について考えると

χ =
1

2mc
Pψ

として

1 =

∫
d3rΨ†Ψ =

∫
d3r (ψ†ψ + χ†χ)

=

∫
d3r ψ†(1 +

1

4m2c2
P 2)ψ

133

1
M ′ =

1
m

(1 +
1

2mc2
(W − eφ))−1

=
1
m
− 1

2m2c2
(W − eφ) + o(

v2

c2
)

≈ 1
m
− 1

2m2c2
(W − eφ)
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よって２成分の規格化された波動関数 ψN を

ψN = Ωψ

1 =

∫
d3r ψ†

NψN

とすれば

Ω = 1 +
1

8m2c2
P 2

とすればよい。よって ψN についての方程式は134 135(
P 2

2m
+ eφ− P 4

8m3c2
− e

8m2c2
[P, [P, φ]]

)
ψN = WψN

次数を調べると

e

8m2c2
[P, [P, φ]] ≈ mv2(mv)2

m2c2
=

1

2
mv2 ·

(
v2

c2

)
1

8m3c2
P 4 ≈ (mv)4

m3c2
=

1

2
mv2 ·

(
v2

c2

)

と　 v2

c2
までとっていることとなる。

134ここで {A2, B}−2ABA = A2B−BA2−2ABA, [A, [A,B]] = A(AB−BA)−(AB−BA)A =
A2B − 2ABA+BA2 から {A2, B} − 2ABA = [A, [A,B]] を使う。

135 (
P 2

2m
+ eφ+

e

4m2c2
PφP

)
Ω−1ψN = WΩψN

Ω−1

(
P 2

2m
+ eφ+

e

4m2c2
PφP

)
Ω−1ψN = WψN(

P 2

2m
+ eφ− P 4

8m3c2
− e

8m2c2
{φ, P 2}+

e

4m2c2
PφP

)
ψN + o(

v2

c2
) = WψN(

P 2

2m
+ eφ− P 4

8m3c2
− e

8m2c2
[P, [P, φ]]

)
ψN = WψN
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136

P 4 = [�π2 − e�(�σ · �B)]2

[P, φ] = [σj(pj − eAj), φ] = σj(pjφ) = −i�σj∂jφ

ここで静的な電場の場合 �E = −�∇φ より

[P, [P, φ]] = �
2div �E + 2��σ · �E × �π

よってこの次数までの近似〔パウリ近似) で

HpauliψN = WψN

Hpauli = Hsh +Hc

Hsh =
1

2m
(�π2 − e��σ · �B)2 + eφ =

1

2m
�π2 + eφ− e�

2m
�σ · �B

Hc = −(�π2 − e�σ · �B)2

8m3c2
− e�2

8m2c2
div �E − e�

4m2c2
�σ · �E × �π

となる。ここで古典的ハミルトニアンの非相対論極限を考えると

Hcl = c
√
�π2 +m2c2 + eφ = mc2

√
1 +

�π2

m2c2
+ eφ

≈ eφ+mc2(1 +
1

2

π2

m2c2
− 1

8

π4

m4c4
)

= eφ+mc2 +
�π2

2m
− �π4

2m3c4

でスピンの効果を含めて �π2 → �π2− e��σ · �B として Hc の第一項は相対論的な運動
エネルギーの補正項と考えられる。
次の項はDarwin項とよばれる。

136

P 4 = [
π2 − e�(
σ · 
B)]2

[P, φ] = [σj(pj − eAj), φ] = σj(pjφ) = −i�σj∂jφ

[P, [P, φ]] = −i�[σi(pi − eAi), σj∂jφ]
= −�

2[σi∂i, σj∂jφ] + ie�[σiAi, σj∂jφ]
= −�

2σiσj∂i∂jφ− �
2σiσj(∂jφ)∂i + �

2σjσi(∂jφ)∂i + ie�[σi, σj ]Ai∂jφ

= −�
2Δφ− �

2[σi, σj ](∂jφ)∂i − 2e�εijkσkAi(∂jφ)
= −�

2Δφ− 2i�2εijkσk(∂jφ)∂i − 2e�εijkσkAi(∂jφ)

= �
2div 
E − 2i�2
σ · 
E × 
∇+ 2e�σ · 
A× 
E

= �
2div 
E + 2�
σ · 
E × (
p− e 
A)

= �
2div 
E + 2�
σ · 
E × 
π
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最後の項は特に中心力場の場合を考えると137

eφ(�r) = V (r), �A = �0

HLS ≡ − e�

4m2c2
�σ · �E × �π =

�

4m2c2
1

r

∂V

∂r
�σ · (�r × �p)

=

(
1

2m2c2
1

r

∂V

∂r

)
�s · ��

�s =
�

2
�σ

�� = �r × �p

となりスピン軌道相互作用とよばれる。

時間依存性のある場合 (最低次)

Ψ = e−imc2t/�

(
ψ

χ

)
として (定常状態の議論を考えてエネルギーmc2 近傍でのおそいモードに着目して

mc2ψ + i�∂tψ = (mc2 + eφ)ψ + cPχ

mc2χ + i�∂tχ = cPψ + (−mc2 + eφ)χ

これから

i�∂tψ = eφψ + cPχ

i�∂tχ = cPψ + (−2mc2 + eφ)χ

まず mv2 << mc2, eφ << mc2 として第２式より

χ =
cP

2mc2
ψ

これから

i�
∂ψ

∂t
= Hshψ

Hsh =
P 2

2m
=

(�p− e �A)2

2m
+ eφ+ �μ · �B

とシュレディンガー方程式が導かれる。

137


E = −∂V
∂r

r̂ = −1
r

∂V

∂r

r




