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統計データ解析 (I) 6章参考資料

1 正規分布の平均・分散の計算

確率密度関数が
f(x) =

1√
2πσ2

exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
で与えられる連続分布を平均 µ,分散 σ2 の正規分布または Gauss分布と呼ぶ.

X を平均 µ,分散 σ2 の正規分布に従う確率変数とする. 積分の線形性より,

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x)dx+ µ

∫ ∞

−∞
f(x)dx

が成り立つ. ここで,

(右辺第 1項) =
∫ ∞

−∞
yf(y + µ)dy (y = x− µと置換)

= 0 (奇関数の性質)

であり,また
∫∞
−∞ f(x)dx = 1より (右辺第 2項)= µである. 以上より,

E[X] = µ.

一方で,

Var[X] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx = σ2 1√

2π

∫ ∞

−∞
y2e−y2/2dy (y = (x− µ)/σと置換)

であり,部分積分公式より∫ ∞

−∞
y2e−y2/2dy =

∫ ∞

−∞
y · ye−y2/2dy =

[
−ye−y2/2

]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy =

√
2π

であるから,
Var[X] = σ2.

2 ガンマ分布の平均・分散の計算

ν, αを正の実数とする. 確率密度関数が

f(x) =
1

Γ(ν)
ανxν−1e−αx (x > 0), f(x) = 0 (x ≤ 0)
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で与えられる連続分布をパラメータ ν, αのガンマ分布と呼ぶ. ただし, Γ(ν)はガンマ関数

Γ(ν) =

∫ ∞

0

xν−1e−xdx

を表す.

X をパラメータ ν, αのガンマ分布に従う確率変数とする.

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

ανxνe−αxdx =
1

αΓ(ν)

∫ ∞

0

yνe−ydy (y = αxと置換)

=
Γ(ν + 1)

αΓ(ν)

であるから,公式 Γ(ν + 1) = νΓ(ν) (「解析入門 I」, IV章定理 12.2)より,

E[X] = ν/α.

一方で,

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx =

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

ανxν+1e−αxdx =
1

α2Γ(ν)

∫ ∞

0

yν+1e−ydy (y = αxと置換)

=
Γ(ν + 2)

α2Γ(ν)

であるから,公式 Γ(ν + 2) = (ν + 1)νΓ(ν) (「解析入門 I」, IV章定理 12.2)より

E[X2] = (ν + 1)ν/α2.

従って,
Var[X] = E[X2]− (E[X])2 = ν/α2.

3 ベータ分布の平均・分散の計算

α, β を正の実数とする. 確率密度関数が

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1 (0 < x < 1), f(x) = 0 (x /∈ (0, 1))

で与えられる連続分布を,パラメーター α, β のベータ分布と呼ぶ. ただし, B(α, β)はベータ関数

B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx

を表す.

X をパラメーター α, β のベータ分布に従う確率変数とする.

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

1

B(α, β)

∫ 1

0

xα(1− x)β−1dx =
B(α+ 1, β)

B(α, β)

であるから,公式 B(α+ 1, β) = α
α+βB(α, β) (「解析入門 I」, IV章定理 12.2–12.3)より,

E[X] =
α

α+ β
.
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一方で,

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx =

1

B(α, β)

∫ 1

0

xα+1(1− x)β−1dx =
B(α+ 2, β)

B(α, β)

であるから,公式 B(α+ 2, β) = α+1
α+β+1

α
α+βB(α, β) (「解析入門 I」, IV章定理 12.2–12.3)より,

E[X2] =
α+ 1

α+ β + 1

α

α+ β
.

従って,

Var[X] = E[X2]− (E[X])2 =
αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
.

4 t分布の平均・分散の計算

ν を正の実数とする. 確率密度関数が

f(x) =
1√
πν

Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)

(
1 +

x2

ν

)−(ν+1)/2

で与えられる連続分布を,自由度 ν の (Studentの) t分布と呼ぶ.

xf(x) = O(|x|−ν) (|x|∞) であるから, ν > 1 のとき積分
∫∞
−∞ xf(x)dx は絶対収束する (「解析入門

I」, IV章定理 11.3). 従って X は平均をもち,奇関数の性質から,

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx = 0

となる. 一方で, x2f(x) = O(|x|−(ν−1)) (|x|∞)であるから, ν > 2のとき積分
∫∞
−∞ x2f(x)dxは絶対収

束する (「解析入門 I」, IV章定理 11.3). 従って X は分散をもち,

Var[X] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx = 2

∫ ∞

0

x2f(x)dx (偶関数の性質)

=
ν√
π

Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)

∫ ∞

0

y
1
2

(1 + y)
(ν+1)/2

dy (y = x2/νと置換)

であるから,公式 ∫ ∞

0

y
1
2

(1 + y)
(ν+1)/2

dy = B

(
ν

2
− 1,

3

2

)
(「解析入門 I」, IV章 (12.6)式)および

B

(
ν

2
− 1,

3

2

)
=

Γ(ν2 − 1)Γ( 32 )

Γ(ν+1
2 )

(「解析入門 I」, IV章定理 12.3)より

Var[X] =
ν√
π

Γ(ν2 − 1)Γ( 32 )

Γ(ν/2)

を得る. さらに,公式

Γ(ν/2) = (ν/2− 1)Γ(ν/2− 1), Γ(3/2) = Γ(1/2)/2

(「解析入門 I」, IV章定理 12.2)および
Γ(1/2) =

√
π

(「解析入門 I」, IV章定理 12.4)より,
Var[X] =

ν

ν − 2
.
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5 F 分布の平均・分散の計算

ν1, ν2 を正の実数とする. 確率密度関数が

f(x) =
(ν1/ν2)

ν1/2

B(ν1/2, ν2/2)

xν1/2−1

(1 + ν1x/ν2)(ν1+ν2)/2
(x > 0), f(x) = 0 (x ≤ 0)

で与えられる連続分布を,自由度 ν1, ν2 の F 分布と呼ぶ.

X を自由度 ν1, ν2 の F 分布に従う確率変数とする. xf(x) = O(x−ν2/2) (x → ∞)であるから, ν2 > 2

のとき積分
∫∞
−∞ xf(x)dxは絶対収束する (「解析入門 I」, IV章定理 11.3). 従って X は平均をもち,

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

(ν1/ν2)
ν1/2

B(ν1/2, ν2/2)

∫ ∞

0

xν1/2

(1 + ν1x/ν2)(ν1+ν2)/2
dx

=
ν2/ν1

B(ν1/2, ν2/2)

∫ ∞

0

yν1/2

(1 + y)(ν1+ν2)/2
dy (y = (ν1/ν2)xと置換)

が成り立つ. 公式 ∫ ∞

0

yν1/2

(1 + y)(ν1+ν2)/2
dy = B(ν2/2− 1, ν1/2 + 1)

(「解析入門 I」, IV章 (12.6)式)および

B(ν2/2− 1, ν1/2 + 1) =
Γ(ν2/2− 1)Γ(ν1/2 + 1)

Γ((ν1 + ν2)/2)
, B(ν1/2, ν2/2) =

Γ(ν2/2)Γ(ν1/2)

Γ((ν1 + ν2)/2)

(「解析入門 I」, IV章定理 12.3)および

Γ(ν2/2) = (ν2/2− 1)Γ(ν2/2− 1), Γ(ν1/2 + 1) = (ν1/2)Γ(ν1/2)

(「解析入門 I」, IV章定理 12.2)より

E[X] =
ν2
ν1

1

ν2/2− 1

ν1
2

=
ν2

ν2 − 2
.

一方で, x2f(x) = O(x−(ν2/2−1)) (x → ∞)であるから, ν2 > 4のとき積分
∫∞
−∞ xf(x)dxは絶対収束す

る (「解析入門 I」, IV章定理 11.3). 従って X は 2次のモーメントをもち,

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx =

(ν1/ν2)
ν1/2

B(ν1/2, ν2/2)

∫ ∞

0

xν1/2+1

(1 + ν1x/ν2)(ν1+ν2)/2
dx

=
(ν2/ν1)

2

B(ν1/2, ν2/2)

∫ ∞

0

yν1/2+1

(1 + y)(ν1+ν2)/2
dy (y = (ν1/ν2)xと置換)

が成り立つ. 公式 ∫ ∞

0

yν1/2+1

(1 + y)(ν1+ν2)/2
dy = B(ν2/2− 2, ν1/2 + 2)

(「解析入門 I」, IV章 (12.6)式)および

B(ν2/2− 2, ν1/2 + 2) =
Γ(ν2/2− 2)Γ(ν1/2 + 2)

Γ((ν1 + ν2)/2)
, B(ν1/2, ν2/2) =

Γ(ν2/2)Γ(ν1/2)

Γ((ν1 + ν2)/2)

(「解析入門 I」, IV章定理 12.3)および

Γ(ν2/2) = (ν2/2− 1)(ν2/2− 2)Γ(ν2/2− 2), Γ(ν1/2 + 2) = (ν1/2 + 1)(ν1/2)Γ(ν1/2)
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(「解析入門 I」, IV章定理 12.2)より

E[X2] =

(
ν2
ν1

)2
(ν1/2 + 1)(ν1/2)

(ν2/2− 1)(ν2/2− 2)
=

ν22(ν1 + 2)

ν1(ν2 − 2)(ν2 − 4)
.

従って,

Var[X] = E[X2]− (E[X])2 =
2ν22(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 2)2(ν2 − 4)
.
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