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概要

1. 状態空間モデル
2. 時系列モデルの状態空間表現
3. 状態推定の問題とカルマンフィルタ
4. 状態空間モデルのパラメータ推定
5. 長期予測
6. 平滑化アルゴリズム
7. 欠測値の処理
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状態空間モデルの特長

 線形時系列モデルを統一的に取り扱うためのメタモデル
 効率的なO(N)の逐次計算アルゴリズムが利用できる
 様々な非定常モデルを実装できる
 複数の成分モデルの合成が可能
 L2正則化やベイズモデルが自然に導入・表現できる
 非線形・非ガウス型のモデルに拡張できる
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状態とは

過去と現在
},,,{ 121 −− nn yyy  },,,{ 1 ∞− yyy nn 

現在と将来
1−nx

},,,{ 11 nn yyy − },,,{ 1 ∞+ yyy nn nx

状態 xn 時刻 n までの情報のうち，将来の予測に必要なもの
を集約したもの
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状態空間モデル
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状態空間モデル
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状態空間モデルの利用イメージ

推定すべき情報
情報の生成機構
観測機構

nnnn wxHy +=2．観測モデル
状態
システムモデル

回帰モデル
回帰係数
回帰係数変化のモデル
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ARモデルの状態空間表現

ARモデル
1 1 2 2n n n m n m ny a y a y a y v− − −= + + + +

v Nn ~ ( , )0 2σ
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ARモデルの状態空間表現
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状態空間表現
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状態空間表現はUniqueではない

状態空間モデル

T: 任意の正則行列（T T -1=T -1T =I )
1 1

n n n n n n n nz Tx F TF T G TG H H T− −′ ′ ′≡ = = =

1n n n n n

n n n n

z F z H v
y H z w

−′ ′= +
′= +

同じ yn, vn, wn を持つ表現がある
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ARモデルの状態空間表現（２）
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ARモデルの状態空間表現（２）
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ARモデルの状態空間表現（３）
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ARモデルの状態空間表現（３）詳細
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ARモデルのイノベーション表現
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ARMAモデルの状態空間表現

ARMAモデル
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モデルの合成
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（線形・ガウス型）状態空間モデルの応用

時系列 モデルの最尤推定
長期予測
平滑化
欠測値の補間
非定常性のモデリング

• トレンド推定
• 季節調整
• 確率的ボラティリティ
• 時変係数 (AR) モデルと時変スペクトル
• 信号抽出・信号分離
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状態推定の問題

Y y yj j≡ { , , }1 

時刻 j までの観測値

データ に基づき 状態
を推定する．
条件付き分布

xnYj

nj
nj
nj

>
=
< の場合：予測

の場合：フィルタ
の場合：平滑化

xn

Yj観測値

( | )n jp x Y
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なぜ、状態推定の問題が重要か

 時系列 モデルの尤度計算，長期予測，平滑化，欠測値の補
間，非定常時系列の成分分解，信号抽出などが，状態推定
を通して実現できる。

 逐次推定の問題に分解できる
nm 次元のパラメータ推定 m次元のパラメータ推定をn 回

実行すればよい

フィルタの計算量は常に（自動的に）O(n)

20

状態推定問題の重要性
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線形・ガウス型状態空間モデルの場合

Y y yj j≡ { , , }1 
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| |( | ) は  と で規定されるn j n j n jp x Y x V  
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カルマンフィルタ
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カルマンフィルタ（一期先予測とフィルタ）











3|43|33|23|1

2|42|32|22|1

1|41|31|21|1

0|40|30|20|10|0

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxx

フィルタ 一期先予測

時間発展
デ
ー
タ
更
新
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フィルタ

)( 1|1|| −− −+= nnnnnnnnn xHyKxx

1|| )( −−+= nnnnnnn xKHIyKx

|

| 1

| 1

は 以下のように表現できる。
　・ と予測誤差の一次結合 
　・ と の一次結合
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y x
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n n n n
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y H x −−

                
  
カルマンゲイン
予測誤差 
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観測ノイズとシステムノイズに相関がある場合

状態空間モデル
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| | |
T
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1
| | |

T
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|n nV

情報フィルタ，平方根フィルタ
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Matrix Square root

共分散行列
カルマンフィルタ
Kalman filter

Covariance Square
Root filter

情報行列
情報フィルタ
Information filter

Information square 
root filter
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Information square root filter
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フィルタ
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時系列モデルの尤度計算

 独立なデータの場合
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状態空間モデルの対数尤度
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観測モデル
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パラメータの最尤推定
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パラメータの最尤推定

一般には、数値的最適化が必要（最尤推定値が
解析的に求まらない）

対数尤度の微分が求まらない（または計算が大
変な）場合が多い（数値微分の利用、または
Gradientを用いない最適化アルゴリズム）
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パラメータの最尤推定（２）
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パラメータ次元の減少

1次元時系列のカルマンフィルタでは、観測ノイズの分散は
１と仮定して計算しても同一のフィルタ結果が得られる
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パラメータ次元の減少（２）
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状態空間モデルの推定手続き（１次元）

（１）R = 1とおいてカルマンフィルタを適用
（２） を推定
（３）対数尤度 を求める
（４）数値的最適化により対数尤度を最大化して最尤推定値

を求める

2σ̂
*( )θ

*θ̂
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モデル（次数）選択

情報量規準
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mI ≡

{ | }m i mY y i I≡ ∈

長期予測

｛時点 1,…, m のうち実際に観測
した時点｝

長期予測
1n n n jY Y Y+ += = =

39

yn

n =1

n n≡ +1

初期分布

予 測

フィルタ

{ | 1, , }n j iY y i n+ ≡ = 長期予測の場合

( | ) ( | )n j n j n j np x Y p x Y+ + += =
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カルマンフィルタ（長期予測）

長期予測
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（フィルタを省略して）予測のステップだけを
繰り返せばよい。
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長期予測
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一期先予測 フィルタ長期予測
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時系列の長期予測
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Rによる長期予測（AR次数：自動）

43

#
## AR model (l=1, k=1)  長期予測
#

data(BLSALLFOOD)

par(mar=c(2,2,3,2)+0.1)
#
BLS120 <- BLSALLFOOD[1:120]
z1 <- arfit(BLS120, plot = FALSE)
tau2 <- z1$sigma2
arcoef <- z1$arcoef

# in case m = 15
m1 <- z1$maice.order
f <- matrix(0.0e0, m1, m1)
f[1, ] <- arcoef[1:m1]
if (m1 != 1)

for (i in 2:m1) f[i, i-1] <- 1
g <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
h <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
q <- tau2[m1+1]
r <- 0.0e0
x0 <- rep(0.0e0, m1)
v0 <- NULL

s1 <- tsmooth(BLS120, f, g, h, q, r, x0, v0, 
filter.end = 120, predict.end = 156)
s1

plot(s1, BLSALLFOOD)

maice.order=15
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#  AR order=1
#
BLS120 <- BLSALLFOOD[1:120]
z1 <- arfit(BLS120, plot = FALSE, lag=1)
tau2 <- z1$sigma2
arcoef <- z1$arcoef

m1 <- z1$maice.order
f <- matrix(0.0e0, m1, m1)
f[1, ] <- arcoef[1:m1]
if (m1 != 1)
for (i in 2:m1) f[i, i-1] <- 1

g <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
h <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
q <- tau2[m1+1]
r <- 0.0e0
x0 <- rep(0.0e0, m1)
v0 <- NULL

s1 <- tsmooth(BLS120, f, g, h, q, r, x0, v0, 
filter.end = 120, predict.end = 156)
s1

plot(s1, BLSALLFOOD)

Rによる長期予測（AR次数＝１）
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#  AR order=5
#
BLS120 <- BLSALLFOOD[1:120]
z1 <- arfit(BLS120, plot = FALSE, lag=5)
tau2 <- z1$sigma2
arcoef <- z1$arcoef

m1 <- z1$maice.order
f <- matrix(0.0e0, m1, m1)
f[1, ] <- arcoef[1:m1]
if (m1 != 1)
for (i in 2:m1) f[i, i-1] <- 1

g <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
h <- c(1, rep(0.0e0, m1-1))
q <- tau2[m1+1]
r <- 0.0e0
x0 <- rep(0.0e0, m1)
v0 <- NULL

s1 <- tsmooth(BLS120, f, g, h, q, r, x0, v0, 
filter.end = 120, predict.end = 156)
s1

plot(s1, BLSALLFOOD)

Rによる長期予測（AR次数＝5）
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46

状態推定の問題(再掲)

Y y yj j≡ { , , }1 

時刻 j までの観測値

データ に基づき 状態
を推定する．
条件付き分布

xnYj

nj
nj
nj

>
=
< の場合：予測

の場合：フィルタ
の場合：平滑化

xn

Yj観測値

( | )n jp x Y
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 Yj に基づき xnを推定する問題（ j > n ）

 3種類の平滑化

• 固定区間平滑化： xN までのデータがあるとき xn を推定

• 固定ラグ平滑化： L 時点前の状態 xn-Lを推定

• 固定点平滑化： x0 などの固定した時点の状態を推定

47

平滑化の問題

| ( , ,1)n N Nx n = 

| 1( ,..., )n L n Lx n N− +=

0| ( 1,..., )nx n N=

xn Nx0x

xn

xnn Lx −

0x
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48

固定ラグ平滑化と固定点平滑化は状態空間モデルを
拡大すればカルマンフィルタで計算できる。

固定ラグ平滑化

1n n n n n

n n n n

x F x G v
y H x w

−= +

= +

固定ラグ平滑化と固定点平滑化
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1n n n n n

n n n n

x F x G v
y H x w
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= +

固定ラグ平滑化と固定点平滑化

特別のアルゴリズムが必要なのは固定区間平滑化のみ

固定点平滑化
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固定区間平滑化

T
nnnNnnnnNn

nnNnnnnNn

nn
T

nnnn

AVVAVV

xxAxx
VFVA

)(

)(

|1|1||

|1|1||

1
|11|

++

++

−
++

−+=

−+=

=

xn N| xN N|

n n≡ −1

n N= −1

50UTokyo Online Education 数理手法Ⅶ 2019 北川源四郎 CC BY-NC-ND



平滑化アルゴリズムの導出

51

1 1 1| 1n n n n nx x xδ + + + +≡ − の予測誤差　
{ }1| 1 1, , , , ,n n n n n N n NZ Y v v w wδ + + +≡ ⊕ ⊕  
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とすると

と分解でき，さらに
   n nZ Yが を生成するので
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平滑化アルゴリズムの導出（続）
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| 1| | 1|n n N n n N n n n n n nx x A x x x A x+ +− + = − +
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となるので
（＊）

これを（＊）に代入して

北川(2010) p240-242
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カルマンフィルタと平滑化
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平滑化 フィルタ 一期先予測
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平滑化アルゴリズムの利用

54

• 状態推定・成分分解（トレンド推定，季節調整など）
・・・ 次回以降

• 欠測値の処理

特徴
• フィルタよりも精度の良い推定が可能
• リアルタイム計算はできない（固定ラグ平滑化は準リアル

タイム）
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