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第1章 測度論的確率論の復習

1.1 σ-加法族、Dynkin 族

定義 1.1.1 Σ が集合 S 上の σ-加法族 ( σ-algebra ) であるとは、以下の条件を満たすこと

(0) Σ は S の部分集合からなる族

(1) ∅ ∈ Σ

(2) A ∈ Σ ならば Ac = S \A ∈ Σ

(3) An ∈ Σ, n = 1, 2, . . . , ならば　
∪∞

n=1An ∈ Σ

(S,Σ) が可測空間であるとは、S が集合、Σ が S 上の σ-加法族であることをいう．

命題 1.1.2 Σ が集合 S 上の σ-加法族ならば以下が成立する．

(1) S ∈ Σ　

(2) A,B ∈ Σ ならば A ∪B, A ∩B, A \B ∈ Σ

(3) An ∈ Σ, n = 1, 2, . . . , ならば、
∩∞

n=1An ∈ Σ

命題 1.1.3 C を 集合 S の部分集合よりなる族とする．ΣC を C を含む集合 S 上の σ-加法族全体の集合

とし、

σ{C} =
∩

Σ∈ΣC

Σ

とおくと、σ{C} は集合 S 上の σ-加法族となる．特に、σ{C} は C を含む S 上の σ-加法族であり、C を
含む任意の S 上の σ-加法族 Σ に対して σ{C} ⊂ Σ が成立する．

σ{C} を C の生成する σ-加法族と呼ぶ．

実数の集合 R において、{[a, b); a, b ∈ R, a < b} の生成する σ-加法族を R 上のボレル加法族と呼び

B(R) で表す．

また、[−∞,∞] において、{[a, b) a, b ∈ R, a < b} の生成する σ-加法族を [−∞,∞] 上のボレル加法族

と呼び B([−∞,∞]) で表す．

定義 1.1.4 µ が可測空間 (S,Σ) 上の測度であるとは

(0) µ は Σ から [0,∞] への写像

(1) µ(0) = 0.

(2) An ∈ Σ, n = 1, 2, . . . , が互いに素、すなわち An ∩Am =, n ̸= m, であれば

µ(
∞∪

n=1

An) =
∞∑

n=1

µ(An)

が成立する．

定義 1.1.5 集合 S の部分集合の族　 C が S 上の π 系であるとは、任意の A,B ∈ C に対して A ∩B ∈ C
となることをいう．
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4 第 1章 測度論的確率論の復習

定義 1.1.6 S の部分集合の族 D が Dynkin 系 であるとは以下の 3 条件を満たすことをいう．

(1) S ∈ D.
(2) A,B ∈ D が A ⊂ B をみたすならば B \A ∈ D.
(3) A1, A2, . . . ∈ D が増大する集合の列、則ち A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ならば

∪∞
n=1An ∈ D.

命題 1.1.7 集合 S の部分集合族 A に対して次の２条件は同値である．
(1) A は S 上の σ-加法族

(2) A は S 上の π-系でありかつ Dynkin 系である．

証明．(1) ならば (2) であることは明らか．また、 (1) を仮定すると、A,B ∈ A に対して

A ∪B = S \ ((S \A) ∩ (S \B)) ∈ A

となるので An ∈ A, n = 1, 2, . . . , に対して Bn =
∪n

k=1An, n = 1, 2, . . . , とおくと Bn ∈ A であり
B1 ⊂ B2 ⊂ · · · であるので

∪∞
n=1An =

∪∞
n=1Bn ∈ A であることがわかり、A が σ-加法族であることがわ

かる．

命題 1.1.8 (1) Dλ, λ ∈ Λ, が集合 S 上の Dynkin 系ならば
∩

λ∈Λ Dλ も S 上の Dynkin 系となる．

(2) C を 集合 S の部分集合よりなる族とすると、C を含む S 上の最小の Dynkin 系 d{C} が存在する．則
ち、 d{C} は C を含む S 上の Dynkin 系であり、C を含む任意の S 上の Dynkin 系 D に対して d{C} ⊂ D
が成立する．

証明．(1) は明らか．(2) はD を C を含み Dynkin 系となる S の部分集合よりなる族 A 全体の集合とす
ると、D =

∩
A∈D A も Dynkin 系であるので、D が最小なものとなる．

定理 1.1.9 (Dynkin) S は集合、C は S 上の π 系とする．この時、D が S 上の Dynkin 系で C ⊂ D を
満たすならば σ{C} ⊂ D が成立する．

証明．明らかに d{C} ⊂ D である．
A ∈ d{C} に対して

DA = {D ∈ d{C}; D ∩A ∈ d{C}}

とおく．次の２つの主張は容易に示せる．

主張 1. DA は Dynkin 系

主張 2. A ∈ C に対して C ⊂ DA

よって A ∈ C に対して d{C} ⊂ DA となることがわかる．これより、A ∈ C, B ∈ d{C}ならばA∩B ∈ d{C}
となることがわかる．従って、B ∈ d{C} に対して C ⊂ DB がわかる．これより、B ∈ d{C} に対して
d{C} ⊂ DB , 則ち A,B ∈ d{C} ならば A ∩B ∈ d{C} となり、d{C} が π 系となることがわかる．

よって、d{C} が σ-加法族であることがわかり、σ{C} ⊂ d{C} を得る．

1.2 測度

定義 1.2.1 (S,Σ) を可測空間とする．µ が可測空間 (S,Σ) 上の測度であるとは、µ は Σ から [0,∞] への

写像であり、以下が成り立つことをいう．
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1.2. 測度 5

(1) µ(0) = 0.

(2) An ∈ Σ, n = 1, 2, . . . , が互いに素、すなわち An ∩Am =, n ̸= m, であれば

µ(

∞∪
n=1

An) =

∞∑
n=1

µ(An)

が成立する．

定理 1.2.2 可測空間 (R,B(R)) 上の測度で µ([a, b)) = b− a, a < b, となるものがただ１つ存在する．

この測度をルベーグ (Lebesgue) 測度と呼ぶ．

命題 1.2.3 µ1, µ2 は可測空間 (S,Σ) 上の測度、A は A ⊂ Σ を満たす π 系であるとする．今、次の２条件

(i)　 µ1(S) = µ2(S) <∞
(ii) µ1(A) = µ2(A) がすべての A ∈ A で成立する
を満たすならば µ1(B) = µ2(B) がすべての B ∈ σ{A} で成立する.

証明．(S,B) は可測空間、µ1, µ2 は (S,B) 上の測度であった．

D = {D ∈ B; µ1(D) = µ2(D)}

とおくと、S ∈ D であり、D が Dynkin 系となることも容易にわかる．仮定より C ⊂ D であり、C は π-

系なので定理 1.1.9 より σ{C} ⊂ D を得、主張が示された．
例．R 上で考える．C = {(−∞, x]; x ∈ R} は π 系で σ{C} = B(C). よって、(R,B(R) 上の有限測度 µ1,

µ2 に対して

µ1((−∞, x]) = µ2((−∞, x]), x ∈ R

ならば

µ1(A) = µ2(A), A ∈ B(R)

1.2.1 可測関数、可測写像

定義 1.2.4 (S1,Σ1), (S2,Σ2) を可測空間とする．以下の条件が成立する時、写像 f : S1 → S2 は Σ1/Σ2-

可測であるという．

任意の A ∈ Σ2 に対して f−1(A) ∈ Σ1.

定義 1.2.5 (S,Σ) を可測空間とする．関数 f : S → [−∞,∞] が Σ-可測であるとは、f : S → [−∞,∞] が

Σ/B([−∞,∞])-可測であることをいう．

命題 1.2.6 (S,Σ) を可測空間とする．

(1) fi : S → [−∞,∞], i = 1, 2, が Σ-可測であり、fi(s) ≧ 0, s ∈ S, i = 1, 2, と仮定する．ai ∈ [0,∞],

i = 1, 2, であれば a1f1 + a2f2 : S → [−∞,∞] も Σ-可測である．

(2) fn : S → [−∞,∞], n ≧ 1 が Σ-可測であれば、supn fn, infn fn, limn→∞ fn, limn→∞ fn も Σ-可測で

ある．
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6 第 1章 測度論的確率論の復習

1.3 測度論的確率論

1.3.1 基本概念

定義 1.3.1 (Ω,F .P ) が確率空間であるとは
(1) Ω は集合

(2) (Ω,F) は可測空間、すなわち F は Ω 上の σ-加法族

(3) P は可測空間 (Ω,F) 上の測度で P (Ω) = 1

となることをいう．

以下では確率空間 (Ω,F .P ) を固定して考える．
G が部分 σ-加法族であるとは G が Ω 上の σ-加法族であり、G ⊂ F となることをいう．

定義 1.3.2 X が確率変数 (random variable ) であるとは、X : Ω → R が F/B(R) 可測関数、すなわち、

B ∈ B(R) に対してX−1(B) ∈ F となることをいう．
しばしば、確率変数の値として −∞, ∞ を許す場合がある．この時、X : Ω → [−∞,∞] が確率変数であ

るとは、が F/B([−∞,∞]) 可測関数となることである．

確率変数の族 Xλ : Ω → [−∞,∞], λ ∈ Λ, に対して

σ{Xλ; λ ∈ Λ} = σ{
∪
λ∈Λ

{X−1
λ (A) ; A ∈ B([−∞,∞])}}

と定義する．σ{Xλ; λ ∈ Λ} は F の部分-σ-加法族となる．これを確率変数の族 Xλ : Ω → [−∞,∞], λ ∈ Λ,

の生成する σ-加法族という．

確率変数 X : Ω → [−∞,∞], 部分 σ-加法族 Σ に対して、X−1(A) ∈ G がすべての A ∈ B([−∞,∞]) に

対して成立する時、すなわち σ{X} ⊂ G が成り立つ時、確率変数 X は G-可測であるという．
確率変数 X が G-可測であることは、(Ω,G) を可測空間と考える時、X : Ω → [−∞,∞] が G-可測であ

ることと同値であることに注意．

確率変数 X : Ω → [−∞,∞] が非負値、すなわち X(ω) ≧ 0, ω ∈ Ω, ならば積分∫
Ω

X(ω)P (dω) ∈ [0,∞]

が定義される．確率変数 X : Ω → [−∞,∞] が可積分であるとは∫
Ω

|X(ω)|P (dω) <∞

となることである．確率変数 X が可積分ならば積分∫
Ω

X(ω)P (dω) ∈ R

が定義される．

確率論では積分に対して特別な記法を用いる．確率変数 X に対して∫
Ω

X(ω)P (dω)

を E[X] で表し、確率変数 X の期待値と呼ぶ．また、 A ∈ F に対して∫
A

X(ω)P (dω)

を E[X,A] で表す．また、複数の確率空間や確率測度を扱う場合に、確率測度として何を考えているかが

わかるように、E[X] を EP [X] で、E[X,A] を EP [X,A] で表すことがある．

定数 c ∈ R に対して、Y (ω) = c, ω ∈ Ω, で定義される確率変数 Y を単に c で表すことにする．

期待値は以下のような性質を持つ．
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1.4. 独立性 7

命題 1.3.3 (1) E[1] = 1. また、X,Y が非負値確率変数であり、a, b ∈ [0,∞] ならば aX + bY も非負値確

率変数であり

E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]

(2)(期待値の線形性) X,Y が可積分確率変数であり、a, b ∈ R ならば、aX + bY も可積分確率変数であり

E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]

(3) X が非負値確率変数であり、An ∈ F , n = 1, 2, . . . , が互いに素ならば

E[X,
∞∪

n=1

An] =
∞∑

n=1

E[X,An]

命題 1.3.4 Xn, n = 1, 2, . . . , が非負値確率変数とする．

(1)

E[

∞∑
n=1

Xn] =

∞∑
n=1

E[Xn]

(2) (単調収束定理）Xn+1(ω) ≧ Xn(ω), ω ∈ Ω, n = 1, 2, . . . である時、

E[ lim
n→∞

Xn] = lim
n→∞

E[Xn]

(3) (Fatou の補題)

E[ lim
n→∞

Xn] ≦ lim
n→∞

E[Xn]

命題 1.3.5 (有界収束定理) Xn, n = 1, 2, . . . , が確率変数、Y は非負値確率変数とし、以下を仮定する．

(i)　 E[Y ] <∞ かつ |Xn| ≦ Y a.s.

(ii)　ある確率変数 X∞ が存在して

Xn → X∞, n→ ∞, a.s.

この時、

lim
n→∞

E[Xn] = E[X∞]

が成立する．

1.4 独立性

定義 1.4.1 G が部分 σ-加法族であるとは G が Ω 上の σ-加法族であり、G ⊂ F となることをいう。

定義 1.4.2 (1) F の 部分集合族の族 {Aλ}λ∈Λ ( ただし |Λ| ≧ 2 ) が独立であるとは、任意の n ≧ 2, 任意

の相異なる λ1, . . . , λn ∈ Λ, 及び任意の Aj ∈ Aλj , j = 1, . . . , n, に対して

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An)

となることをいう。

(2) 確率変数の族 {Xλ}λ∈Λ が独立であるとは各確率変数の生成する σ-加法族の族 {σ{Xλ}}λ∈Λ が独立で

あることをいう。

命題 1.4.3 (1) n ≧ 2 とする。F の 部分集合族の族 A1, A2, . . .An が独立であり、A1 が π-系ならば、

σ{A1}, A2, . . .An が独立となる。

特に、F の 部分集合族の族 A1, A2, . . .An が独立であり、A1, A2, . . .An が π-系であるならば、σ{A1},
. . . , σ{An}, は独立となる。
(2) n,m ≧ 1 とする。F の 部分 σ-加法族の族 G1, G2, . . .Gn+m が独立であるならば、σ{

∪n
k=1 Gk},

σ{
∪n+m

k=n+1 Gk} は独立となる。
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8 第 1章 測度論的確率論の復習

独立な確率変数については、以下が成立する。

命題 1.4.4 n ≧ 2 であり、Xm, m = 1, . . . , n が独立な非負値確率変数の族であれば

E[
n∏

m=1

Xm] =
n∏

m=1

E[Xm]

が成立する。

1.5 条件付き期待値

(Ω,F , P ) を確率空間とする。

定理 1.5.1 G を部分 σ-加法族とし、X は非負値確率変数とする。この時、次の条件を満たす非負値確率

変数 Y が存在する。

(1) 確率変数 Y は G-可測。
(2) E[Y,B] = E[X,B] がすべての B ∈ G に対して成立する。
また、 Y ′ が上記の Y と同じ条件を満たすならば Y ′ = Y a.s. が成立する。

また、E[X] <∞ であれば E[Y ] <∞ となる。

ここで Y = Y ′ a.s. とは

P ({ω ∈ Ω; Y (ω) = Y ′(ω)}) = 1

を意味する。

上記の定理の Y を積分を E[X|G] で表す。

命題 1.5.2 X,Y は非負値確率変数、a, b ∈ [0,∞), G,H は部分 σ-加法族とする。この時、以下が成立する。

(1) E[X|{∅,Ω}] = E[X] a.s.

(2) E[aX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y |G]. a.s.
(3) X ≦ Y a.s. ならば E[X|G] ≦ E[Y |G] a.s.
(4) ( tower property ) G ⊃ H ならば E[E[X|G]|H] = E[X|H] a.s.

条件付き期待値についても単調収束定理や Fatou の補題が成り立つ。

命題 1.5.3 Xn, n = 1, 2, . . . を非負値確率変数、G を部分 σ-加法族とする。この時以下が成立する。

(1)（単調収束定理) すべての n = 1, 2, . . . に対してXn ≦ Xn+1 a.s. が成立すると仮定する。この時、

E[ lim
n→∞

Xn|G] = lim
n→∞

E[Xn|G] a.s.

(2)(Fatouの補題) E[ lim
n→∞

Xn|G] ≦ lim
n→∞

E[Xn|G] a.s.

命題 1.5.4 X,Y は非負値確率変数、G は部分加法族とする。もし、Y が G-可測でならば

E[Y X|G] = Y E[X|G] a.s.

が成立する。

系 1.5.5 G を部分 σ-加法族とし、X は可積分な確率変数とする。この時、次の条件を満たす可積分な確

率変数 Y が存在する。

(1) 確率変数 Y は G-可測。
(2) E[Y,B] = E[X,B] がすべての B ∈ G に対して成立する。
また、 Y ′ が上記の Y と同じ条件を満たすならば Y ′ = Y a.s. が成立する。
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1.5. 条件付き期待値 9

この確率変数 Y も E[X|G] で表し、共に確率変数 X の部分 σ-加法族 G の下での条件付き期待値と呼
ぶ。条件付き期待値は確率変数を確率変数に移す作用素と見なせる。

命題 1.5.6 X,Y を可積分確率変数、a ∈ R, G, H を部分 σ-加法族とする。この時、以下が成立する。

(1) E[X|∅,Ω] = E[X].

(2) E[aX|G] = aE[X|G] a.s. E[X + Y |G] = E[X|G] + E[Y |G] a.s.
(3) X ≧ Y a.s. ならば E[X|G] ≧ E[Y |G] a.s.
(4) H ⊂ G ならば E[E[X|G]|H] = E[X|H] a.s.

命題 1.5.7 X∞, Xn, n = 1, 2, . . . を可積分確率変数、G を部分 σ-加法族とする。もし、E[|X∞−Xn|] → 0,

n→ ∞ ならば、E[|E[X∞|G]− E[Xn|G]|] → 0, n→ ∞, が成立する。

命題 1.5.8 X,Y は確率変数、G は部分 σ-加法族とし、Y は G-可測と仮定する。さらに、 X 及び XY

が可積分とする。この時

E[Y X|G] = Y E[X|G] a.s.

が成立する。

命題 1.5.9 X は非負値確率変数、G, H を部分 σ-加法族であり、σ{σ{X} ∪ G} と H は独立とする。こ
の時、

E[X|σ{G ∪ H}] = E[X|G] a.s.

系 1.5.10 X は非負値確率変数、H を部分 σ-加法族であり、σ{X} と H は独立とする。この時、

E[X|H] = E[X] a.s.

条件付き期待値 E[X|G] は定義の性質上、a.s. にしか決まらない。このため、条件付き期待値に関する
式はすべて a.s. にしか成立しない。しかし、a.s. といちいち記すのは面倒であるので、以下ではしばしば

a.s. を省略する。

命題 1.5.11 (Jensen の不等式) G は部分 σ-加法族、X は可積分な確率変数とする。

φ : R → [0,∞) は 連続微分可能な関数で φ′ : R → R は単調非減少関数であるとする。この時、

E[φ(X)|G] ≧ φ(E[X|G])

系 1.5.12 G は部分 σ-加法族、X は可積分な確率変数、p ∈ (1,∞) とする。この時、

E[|X|p|G] ≧ |E[X|G]|p

が成立する。
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第2章 離散時間マルチンゲール

2.1 マルチンゲールの定義

定義 2.1.1 {Fn}∞n=0 がフィルトレーションであるとは、

(1) Fn, n ∈ Z≧0, は F の部分 σ-加法族

(2) すべての n ≧ 0 に対して Fn ⊂ Fn+1

が成り立つことをいう。

すなわちフィルトレーションとは「情報」の増大していく様を表している。

定義 2.1.2 {Ft}∞n=0はフィルトレーションとする。X = {Xn}∞n=0 が {Fn}∞n=0-マルチンゲールであるとは

(1) 各 n ∈ Z≧0 に対して、Xn は Fn-可測な可積分確率変数

(2) n,m ∈ Z≧0, n ≧ m ならば

E[Xn|Fm] = Xm a.s.

が成り立つことをいう。

定義 2.1.3 {Ft}∞n=0 はフィルトレーションとする。X = {Xn}∞n=0 が {F}∞n=0-劣（優）マルチンゲールで

あるとは

(1) 各 n ∈ Z≧0 に対して、Xn は Fn-可測な可積分確率変数

(2) n,m ∈ Z≧0, n ≧ m ならば

E[Xn|Fm] ≧ ( ≦ )Xm a.s.

が成り立つことをいう。

以下では煩わしいので、a.s. を省略する。

命題 2.1.4 {Ft}∞n=0 はフィルトレーションとする。X = {Xn}∞n=0 は可積分確率変数の列で、各 n ∈ Z≧0

に対して、Xn は Fn-可測であるとする。この時以下が成立する。

(1) 次の２条件は同値。

(i) X = {Xn}∞n=0 は {Ft}∞n=0-マルチンゲール。

(ii) 任意の n ∈ Z≧0 に対して

E[Xn+1|Fn] = Xn

が成立する。

(2) 次の２条件は同値。

(i) X = {Xn}∞n=0 は {Ft}∞n=0-劣（優）マルチンゲール。

(ii) 任意の n ∈ Z≧0 に対して

E[Xn+1|Fn] ≧ ( ≦ )Xn

が成立する。

どのフィルトレーション {Fn}∞n=0 の下で考えているかが明らかな時、{Fn}∞n=0-マルチンゲールを単にマ

ルチンゲールと呼ぶ。
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12 第 2章 離散時間マルチンゲール

命題 2.1.5 (1) X = {Xn}∞n=0, Y = {Yn}∞n=0 がマルチンゲールであり、a, b ∈ R ならば aX + bY =

{aXn + bYn}∞n=0 もマルチンゲールである。

(2) X = {Xn}∞n=0, Y = {Yn}∞n=0 が劣（優）マルチンゲールであり、a, b ≧ 0 ならば aX + bY = {aXn +

bYn}∞n=0 も劣（優）マルチンゲールである。

命題 2.1.6 (1) {Xn}∞n=0 が劣マルチンゲールならば、{Xn ∨ 0}∞n=0 も劣マルチンゲールである。

(2) {Xn}∞n=0 がマルチンゲールならば、{|Xn|}∞n=0 は劣マルチンゲールである。

2.2 Doob の不等式

確率空間 (Ω,F , P ) 及びフィルトレーション {Fn}∞n=0 を固定して考える。

命題 2.2.1 {Xn}∞n=0 が劣マルチンゲールならば

λP ( max
k=0,...,n

Xk > λ) ≦ E[Xn, { max
k=0,...,n

Xk > λ}] λ > 0

が成立する。

命題 2.2.2 (Doob の不等式) {Mn}∞n=0 はマルチンゲールであり、E[M2
n] < ∞, n = 1, 2, . . . , とする。こ

の時

E[ max
k=0,1,...,n

|Mk|2] ≦ 4E[|Mn|2], n ≧ 0

が成立する。

命題 2.2.3 {Mn}∞n=0 をマルチンゲールとする.。さらに E[M2
n] <∞ と仮定する。この時、以下が成立す

る。

(1) n > m ≧ 0, に対して

E[(Mn −Mm)2|Fm] = E[M2
n|Fm]−M2

m

特に

E[(Mn −Mm)2|] = E[M2
n]− E[M2

m]

(2) n ≧ 1 に対して

E[M2
n] = E[M2

0 ] +

n∑
k=1

E[(Mk −Mk−1)
2]

特に、

E[ max
k=0,1,...,n

M2
k ] ≦ 4(E[M2

0 ] +

n∑
k=1

E[(Mk −Mk−1)
2]), n ≧ 0

が成立する。

命題 2.2.4 {Mn}∞n=0をマルチンゲールであり、supnE[M2
n] <∞ と仮定する。この時、確率変数 M∞ 及

び Ω0 ∈ F で以下の条件を満たすものが存在する。
(1) P (Ω0) <∞.

(2) ω ∈ Ω0 に対してMn(ω) →M∞(ω), n→ ∞.

(3) E[M2
∞] <∞ かつ E[(M∞ −Mn)

2] → 0.

(4) E[M∞|Fn] =Mn.
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2.3 停止時刻

定義 2.3.1 σ が ( {Fn}∞n=0-)停止時刻であるとは、τ は Ω 上定義された値を Z≧0 ∪ {∞} に値をとる関
数で

{τ = n} ∈ Fn, n = 0, 1, . . . ,

が成り立つことをいう。

命題 2.3.2 τ : Ω → Z≧0 ∪ {∞} に対して次は同値。
(1) τ は停止時刻。

(2) 任意の n ≧ 0 に対して

{τ ≦ n} ∈ Fn, n = 0, 1, . . . ,

命題 2.3.3 (1) m ∈ Z≧0 ∪ {∞} とする。τ ≡ m、すなわち、τ は恒等的に値 m をとる関数とすると τ は

停止時刻。

(2) σ, τ が停止時刻であればσ∧τ, σ∨τ, σ+τ も停止時刻。ここで、σ∧τ はそれぞれ (σ∧τ)(ω) = σ(ω)∧τ(ω),
ω ∈ Ω, で定義される関数である。σ ∨ τ, σ + τ も同様である。

定義 2.3.4 停止時刻 τ に対して、F の部分集合の族 Fτ を

Fτ = {A ∈ F ; すべての n ∈ Z≧0 に対して A ∩ {τ = n} ∈ Fn が成立する }.

で定義する。

命題 2.3.5 (1) Fτ は部分 σ-加法族である。

(2) τ は Fτ 可測な関数である。

命題 2.3.6 σ, τ を停止時刻とする。

(1) A ∈ Fσ ならば A ∩ {σ ≦ τ} ∈ Fτ かつ A ∩ {σ ≦ τ} ∈ Fσ∧τ .

(2) σ(ω) ≦ τ(ω) がすべての ω ∈ Ω に対して成立するならば、Fσ ⊂ Fτ .

(3) Fσ ∩ Fτ = Fσ∧τ .

(4) {τ < σ}, {τ = σ}, {τ > σ} ∈ Fσ∧τ .

停止時刻 τ 及び確率過程 X = {Xn}∞n=0 に対して確率過程 Xτ = {Xτ
n}∞n=0 を

Xτ
n(ω) = Xn∧τ(ω)(ω), ω ∈ Ω, n ≧ 0

で定める。

命題 2.3.7 τ を停止時刻とする。

(1) 確率過程 X = {Xn}∞n=0 が適合していればXτ も適合している。

(2) X = {Xn}∞n=0 がマルチンゲールであればXτ もマルチンゲールとなる。

(3) X = {Xn}∞n=0 が劣（優）マルチンゲールであればXτ も劣（優）マルチンゲールとなる。

命題 2.3.8 τ が停止時刻とする。

(1) 確率過程 X = {Xn}∞n=0 が適合しているならばXτ
n , n ≧ 0, は Fτ -可測である。

(2) M = {Mn}∞n=0 がマルチンゲールならば

E[Mn|Fτ ] =Mτ
n , n ≧ 0

が成り立つ。
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14 第 2章 離散時間マルチンゲール

命題 2.3.9 M = {Mn}∞n=0 はマルチンゲール、σ, τ は停止時刻、N ∈ Z≧0 とする。さらに、すべての

ω ∈ Ω に対して σ(ω) ≦ τ(ω) ≦ N が成立すると仮定する。この時、

E[Mτ |Fσ] =Mσ

が成立する。ここで Mτ は Mτ(ω)(ω), ω ∈ Ω, で定義される確率変数である。

命題 2.3.10 X = {Xn}∞n=0 は劣マルチンゲール、σ, τ は停止時刻、N ∈ Z≧0 とし、σ(ω) ≦ τ(ω) ≦ N,

ω ∈ Ω と仮定する。この時、

E[Xτ |Fσ] ≧ Xσ
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第3章 ブラウン運動

3.1 ガウス系

以下では 確率空間 (Ω,F , P ) の上で考えていく．

定義 3.1.1 確率変数 X がガウス確率変数であるとは、以下の (1),(2) のどちらかを満たすことをいう．

(1) m ∈ R, v > 0, が存在して、任意の有界な連続関数 f : R → R に対して

E[f(X)] = (
1

2πv
)1/2

∫ ∞

−∞
f(x) exp(− (x−m)2

2v
)dx

が成り立つ。

(2) m ∈ R が存在して、任意の有界な連続関数 f : R → R に対して

E[f(X)] = f(m)

が成り立つ。

上記 (1) を満たす確率変数を 平均 m 分散 v のガウス確率変数、(2) を満たす確率変数を 平均 m 分散 0

のガウス確率変数 と呼ぶ。

確率変数 X が平均 m ∈ R, 分散 v ≧ 0 のガウス確率変数である時

E[X] = m, E[(X −m)2] = v

が満たされる。

命題 3.1.2 m ∈ R, v ≧ 0 とする。確率変数 X に対して次の２条件は同値である。

(1) X は平均 m, 分散 v のガウス確率変数。

(2) 任意の ξ ∈ R に対して

E[exp(
√
−1ξX)] = exp(

√
−1mξ − v

2
ξ2)

が成立する。

証明は関数論とフーリエ変換によりわかるが省略する。

演習問題 1 上記の命題を証明せよ。

命題 3.1.3 X,Y は確率変数で E[X2] <∞, E[Y 2] <∞, であれば

E[|XY |]2 ≦ E[X2]E[Y 2],

E[(X + Y )2]1/2 ≦ E[X2]1/2 + E[Y 2]1/2

が成り立つ。
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16 第 3章 ブラウン運動

証明．まず

E[|X||Y |] ≦ E[
1

2
(X2 + Y 2)] <∞

に注意。t ∈ R に対して

0 ≦ E[(t|X|+ |Y |)2] = t2E[X2] + 2tE[|X||Y |] + E[|Y |2]

であるので、最初の不等式を得る。また、

E[(X + Y )2] ≦ E[X2] + E[Y 2] + 2E[|X||Y |] ≦ (E[X2]1/2 + E[Y 2]1/2)2

より後者の不等式を得る。

命題 3.1.4 Xn, n = 1, . . . , はガウス確率変数であるとする。X∞ が確率変数であり、E[(X∞−Xn)
2] → 0,

n→ ∞, であるならば、X∞ もガウス確率変数となる。

証明．mn = E[Xn], vn = E[(Xn−mn)
2], n = 1, 2, . . . , とおく。この時、E[Xn] = vn+m

2
n となる。また、

E[X2
∞] ≦ E[2((X∞ −Xn)

2 +X2
n)] ≦ 2E[(X∞ −Xn)

2] + 2(vn +m2
n) <∞

である。m∞ = E[X∞], v∞ = E[(X∞ −m∞)2] とおく。この時、 E[X2
∞] = v∞ +m2

∞ となる。さらに

|m∞ −mn| ≦ E[|X∞ −Xn|] ≦ E[(X∞ −Xn)
2]1/2 → 0, n→ ∞,

|(v∞ +m2
∞)1/2 − (vn +m2

n)
1/2| ≦ |E[X2

∞]1/2 − E[X2
n]

1/2| ≦ E[(X∞ −Xn)
2]1/2 → 0, n→ ∞

であるのでmn → m∞. vn → v∞, n→ ∞, を得る。

さらに、ξ ∈ R に対して

|E[exp(
√
−1ξX∞)E[exp(

√
−1ξXn)]| ≦ |E[exp(

√
−1ξX∞)(1− exp(

√
−1ξ(Xn −X∞)]|

≦ E[|1− exp(
√
−1ξ(Xn −X∞)|] ≦ E[|Xn −X∞|]

≦ E[(Xn −X∞)2]1/2 → 0 n→ ∞

ここで

| exp(
√
−1t)− 1| = |

∫ t

0

| exp(
√
−1s)ds| ≦ |t|, t ∈ R

という事実を使った。よって、

E[exp(
√
−1ξX∞)] = exp(

√
−1m∞ξ −

v∞
2
ξ2), ξ ∈ R

を得、主張を得る。

定義 3.1.5 X を確率変数の集合とする。以下の条件が成立する時、X はガウス系であるという。
X の元の一次結合、Y = a1X1 + · · ·+ anXn, n ≧ 1, a1, . . . , an ∈ R, X1, . . . , Xn ∈ X , により得られる

確率変数 Y がすべてガウス確率変数である。

命題 3.1.6 X をガウス系とする。今、H′ を X の有限個の元の一次結合全体とする。さらに、H を以下
の条件を満たす確率変数 X 全体の集合とする。

Yn ∈ H′, n = 1, 2, . . . , が存在して E[(X − Yn)
2] → 0, n→ ∞ となる。

この時、H はガウス系である。
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3.1. ガウス系 17

証明．定義より H′ はガウス系であることがわかる。さらに、H′ はベクトル空間である。今、X,X ′ ∈ H
ならば Yn, Y

′
n ∈ H′ が存在して

E[|X − Yn|2] → 0, E[|X ′ − Y ′
n|2] → 0, n→ 0

となる。この時、

E[((aX + a′X ′)− (aYn + a′Y ′
n))

2]1/2 ≦ |a|E[(X −Xn)
2]1/2 + |a′|E[(X ′ − Y ′

n)
2]1/2 → 0, n→ ∞

であるので、H がベクトル空間であることがわかる。また、X ∈ H ならば X はガウス確率変数となるの

で主張を得る。

命題 3.1.7 Xn, n ∈ Z≧1 は独立なガウス確率変数であるとする。この時、X = {Xn; n ∈ Z≧1} はガウス
系である。

証明．mn = E[Xn], vn = E[(Xn −mn)
2], n ≧ 1, とする。an ∈ R, n = 1, 2, . . . に対して

E[exp(
√
−1ξ(

m∑
k=1

anXn))] = E[

m∏
n=1

exp(
√
−1ξanXn)]

=

m∏
n=1

E[exp(
√
−1ξanXn)] = exp(

√
−1ξ(

m∑
n=1

anmn − ξ2

2

m∑
n=1

a2nvn)

となるので
∑m

n=1 anXn ガウス確率変数である。

命題 3.1.8 X はガウス系とする。n ≧ 2, X1, . . . , Xn ∈ X であり、E[Xk] = 0, k = 1, . . . , n, E[XkXℓ] = 0,

k ̸= ℓ, k, ℓ = 1, . . . , n, ならばX1, . . . , Xn は独立である。

証明．vk = E[X2
k ] ≧ 0, k = 1, . . . , n, とおく。ξk ∈ R, k = 1, . . . , n, に対して、

E[

n∑
k=1

ξkXk] = 0, E[(

n∑
k=1

ξkXk)
2] =

n∑
k,ℓ=1

ξkξℓE[XkXℓ] =

n∑
k=1

ξ2kvk

となる。よって、

E[exp(
√
−1

n∑
k=1

ξkXk)] = exp(
1

2

n∑
k=1

ξ2kvk) =

n∏
k=1

E[exp(
√
−1ξkXk)]

となる。f1, . . . , fn ∈ C∞
0 (R), に対して

f̂k(ξk) =

∫ ∞

−∞
exp(−

√
−1ξkx)fk(x)dx, ξk ∈ R

とおくと、

fk(xk) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(

√
−1ξkxk)f̂k(ξk))dξk, xk ∈ R

となるので、

E[
n∏

k=1

fk(Xk)] = (
1

2π
)nE[

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

n∏
k=1

f̂k(ξk) exp(
√
−1

n∑
k=1

ξkXk)dξ1 · · · dξn]

= (
1

2π
)n

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
dξ1 · · · dξn

n∏
k=1

f̂k(ξk)E[exp(
√
−1

n∑
k=1

ξkXk)]
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18 第 3章 ブラウン運動

=

n∏
k=1

E[(
1

2π
)

∫ ∞

−∞
f̂k(ξk) exp(

√
−1ξkXk)] =

n∏
k=1

E[fk(Xk)]

これより ak ∈ R, k = 1, . . . , n, に対して

P (

n∩
k=1

X−1
k ((−∞, ak)) = E[

n∏
k=1

1(−∞,ak
(Xk)] =

n∏
k=1

E[1(−∞,ak)(Xk)] =

n∏
k=1

P (X−1
k ((−∞, ak))

となり、独立であることがわかる。

3.2 ブラウン運動とその存在

定義 3.2.1 確率過程 B : [0,∞)×Ω → Rd が d-次元標準ブラウン運動（ウィナー過程とも呼ばれる）であ

るとは、B(t, ω) = (B1(t, ω), . . . , Bd(t, ω)), t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω, に対して以下の条件を満たすこと。

(1) Bi(·, ω) → R, i = 1, . . . , d, ω ∈ Ω, が連続となること。

(2) n ≧ 2, 0 = t0 < t1 < . . . < tn に対して Bi(tk)−Bi(tk−1), i = 1, . . . , d, k = 1, . . . , n, が独立となる。

(3) B(0) = 0 であり、任意の t > s ≧ 0, i = 1, . . . , d, に対してBi(t)−Bi(s) は平均 0 分散 t− s のガウス

確率変数となる。

命題 3.2.2 Ω = [0, 1), F は [0, 1) に含まれるボレル集合全体の集合、P は [0, 1) 上のルベーグ測度とす

る。この時、確率空間 (Ω,F , P ) 上に d-次元標準ブラウン運動は存在する。

以下にこれを証明する。

Step 1.　 ηn : Ω → {0, 1}, n ∈ Z≧1 を

ηn(ω) = [2nω]− 2[2n−1ω], ω ∈ [0, 1)

で与える。ただし、[x], x ∈ R は x 以下の最大整数。この時、

{ω ∈ Ω; η1(ω) = i1, η2(ω) = i2, . . . , ηn(ω) = in} = [
n∑

k=1

ik
2k
,

n∑
k=1

ik
2k

+
1

2n
),

n ≧ 1, i1, . . . , in = 0, 1, が成立するので、

P (ηn = 0) = P (ηn = 1) =
1

2
, n = 1, 2, . . . ,

であり、ηn, n ∈ Z≧1 が独立であることがわかる。

演習問題 2 これを証明せよ

また、

ω =

∞∑
k=1

2−kηk(ω), ω ∈ [0, 1)

が成立する。よって、Zn : Ω → [0, 1], n ∈ Z≧1 を

Zn(ω) =

∞∑
k=1

2−kη2n(2k+1)(ω), ω ∈ Ω

で定義すれば、Zn, n ∈ Z≧1 は独立な確率変数列で

P (Zn ∈ [0, x)) = x, x ∈ (0, 1)

が成立する。
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3.2. ブラウン運動とその存在 19

演習問題 3 これを証明せよ

Φ : R → (0, 1) を標準正規分布の分布関数

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp(−y

2

2
)dy, x ∈ R

とするとΦ : R → (0, 1)は真に単調増大な連続関数で全単射となる。よって、連続な逆関数Φ−1 : (0, 1) → R

が存在する。

Wn,m,i, n ∈ Z≧0, m ∈ Z≧1, i = 1, . . . , d, を

Wn,m,i = Φ−1(Z2n3m5i)

で定めるとWn,m,i, n ∈ Z≧0, m ∈ Z≧1, i = 1, . . . , d, は独立なガウス確率変数の族で、その平均は 0, 分散

は 1 となる。

Step 2. ψn,m : [0,∞) → R, n ∈ Z≧0, m ∈ Z≧1, を以下で定義する。

ψ0,m(t) =

{
1, t ∈ [m− 1,m),

0, t ̸∈ [m− 1,m),
m ≧１，

ψn,m(t) =


2(n−1)/2, t ∈ [ 2m−2

2n , 2m−1
2n ),

−2(n−1)/2, t ∈ [ 2m−1
2n , 2m2n ),

0, t ̸∈ [2−(n−1)(m− 1), 2−(n−1)m),

n,m ≧ 1.

この時、{ψn,m; n ≧ 0, m ≧ 1} は L2([0,∞), dt) の完全正規直交系をなす。すなわち、∫ ∞

0

ψn,m(t)ψk,ℓ(t)dt =

{
1, n = k, m = ℓ の時

0, それ以外の時

であり、0 ≦ a < b に対して∫ ∞

0

|1(a,b)(t)−
N∑

n=0

N∑
m=1

(

∫ b

a

ψn,m(s)ds)ψn,m(t))|2dt→ 0, N → ∞

が成り立つ。

φn,m : [0,∞) → R, n ∈ Z≧0, m ∈ Z≧1, を以下で定義する。

φn,m(t) =

∫ t

0

ψn,m(s)ds, t ∈ [0,∞), n ≧ 0, m ≧ 1.

容易に

|φn.m(t)| ≦ 2−n/2, t ∈ [0,∞), n ≧ 0, m ≧ 1,

であり、

φ0,m(t) = 0, t ∈ [0,m− 1], m ≧ 1,

かつ

φn,m(t) = 0, t ̸∈ [2−(n−1)(m− 1), 2−(n−1)m), n,m ≧ 1,

であることがわかる。従って、任意の am ∈ R, m ≧ 1, に対して
∑∞

m=1 amφn,m(t) は有限和であり、任意

の N ∈ Z≧1 に対して

|
∞∑

m=1

amφ0,m(t)| ≦
N∑

m=1

|am|, t ∈ [0, N ],
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20 第 3章 ブラウン運動

|
∞∑

m=1

amφn,m(t)| ≦ 2−n/2 max{|am|; m = 1, . . . , 2n−1N}, t ∈ [0, N ], n ≧ 1

となる。さて、r ≧ 1, i = 1, . . . , d, に対して確率過程 Xi
r : [0,∞)× Ω → R を

Xi
r(t) =

r∑
n=0

∞∑
m=0

Wn,m,iφn,m(t) t ∈ [0,∞)

により定義する。明らかに Xi
r(t, ω) は t について連続である。さらに、0 ≦ s < t に対して

Xi
r(t)−Xi

r(s) =

r∑
n=0

∞∑
m=0

Wn,m,i

∫ t

s

ψn,m(u)du

である。

X を Wn,m,i, n ≧ 0, m ≧ 1, i = 1, . . . , d, の一次結合全体の集合 とおくと、X はガウス系であり、
Xr(t) ∈ X となる。
b > a ≧ 0 に対して

Y i
r (a, b) = Xi

r(b)−Xi
r(b)

とおくと、Y i
r (a, b) ∈ X であり、E[Y i

r (a, b)] = 0, b > a ≧ 0, i = 1, . . . , d, E[Y i
r (a, b)Y

j
r (a

′, b′)] = 0, i ̸= j,

i, j = 1, . . . , d, b > a ≧ 0, b′ > a′ ≧ 0, である。

また、b > a ≧ 0, d > c ≧ 0, に対して

E[Y i
r (a, b)Y

r
i (c, d)] = E[(

r∑
n,k=0

∞∑
m,ℓ=0

Wn,m,iWk,ℓ,i(

∫ b

a

ψn,m(t)dt)(

∫ d

c

ψk,ℓ,i(t)dt)]

=

r∑
n=0

∞∑
m=0

(

∫ b

a

ψn,m(t)dt)(

∫ d

c

ψk,ℓ,i(t)dt)

となる。特に、φn,m が完全正規直交系であったので

E[Y i
r (a, b)Y

i
r (c, d)] →

∫ ∞

0

1(a,b)(t)1(c,d)(t)dt, r → ∞

がわかる。

さて、 N, r ∈ Z≧1 に対して

sup
t∈[0,N ]

|Xi
r+1(t)−Xi

r(t)| = sup
t∈[0,N ]

|
∞∑

m=0

Wr+1,m,iψr+1,m(t)| ≦ 2−r/2 max{|Wr+1,m,i|; m = 1, . . . , 2rN}.

よって

E[ sup
t∈[0,N ]

|Xi
r+1(t)−Xi

r(t)|4] ≦ 2−2rE[max{|Wr+1,m,i|4; m = 1, . . . , 2rN}

≦ 2−2r
2rN∑
m=1

E[|Wr+1,m,i|4] = 3N2−r

となるので

E[
∞∑
r=1

sup
t∈[0,N ]

|Xi
r+1(t)−Xi

r(t)|] ≦
∞∑
r=1

E[ sup
t∈[0,N ]

|Xi
r+1(t)−Xi

r(t)|4]1/4 <∞

がわかる。よって、Ω0 ∈ F を

Ω0 =

d∩
i=1

∞∩
N=1

{
∞∑
r=1

sup
t∈[0,N ]

|Xi
r+1(t)−Xi

r(t)| <∞}
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3.3. 確率空間の完備化 21

とおけば、P (Ω0) = 1 となることがわかる。さて、Bi : [0,∞)× Ω → R, i = 1, . . . , d, を

Bi(t, ω) =

{
limr→∞Xi

r(t, ω), ω ∈ Ω0,

0, ω ̸∈ Ω0,

で定めると、Bi(t, ω) は t について連続であることがわかり、任意の n ≧ 1, 0 = t0 < t1 < · · · < tn,

ξi,k ∈ R, i = 1, . . . , d, k = 1, . . . , n, に対して

E[exp(
√
−1

d∑
i=1

n∑
k=1

ξi,k(B
i(tk)−Bi(tk−1)))]

= lim
r→∞

E[exp(
√
−1

d∑
i=1

n∑
k=1

ξi,k(X
i
r(tk)−Xi

r(tk−1)))]

= lim
r→∞

d∏
i=1

E[exp(
√
−1

∫ ∞

0

(

n∑
k=1

ξi,kYr(tk−1, tk)]

=

d∏
i=1

exp(−1

2
(

n∑
k=1

ξ2i,k(tk, tk−1)(t))] = exp(−1

2

d∑
i=1

n∑
k=1

ξ2i,k(tk − tk−1))

となることがわかる。よって、 B = (B1, . . . , Bd) は d-次元ブラウン運動である。

3.3 確率空間の完備化

(Ω,F , P ) を確率空間とする。N0 = N0(F , P ) ⊂ P(Ω) を以下で定義する。ただし、 P(Ω) は Ω の部分

集合全体の集合である。

N0 = {A ∈ P(Ω); P (B) = 0 となる B ∈ F が存在して A ⊂ B}

必ずしも N0 ⊂ F とは限らない。
さらに F̃ ⊂ P を

F̃ = {A ∈ P(Ω); B0 ⊂ A ⊂ B1, P (B1 \B2 となる B0, B1 ∈ F が存在する }

とおく。この時、以下が成立する。

命題 3.3.1 (1) 次の２条件は同値。

(i) A ∈ F̃ .
(ii) B ∈ F , A0 ∈ N0 で A = B ∪A0 となるものが存在する。

(2) F̃ は Ω 上の　 σ-加法族で F ⊂ F̃ となる。
(3) B1, B2 ∈ F , A1, A2 ∈ N0 が B1 ∪A1 = B2 ∪A2 を満たせば P (B1) = P (B2).

(4) P̃ : F̃ → [0, 1] を P̃ (B ∩A0) = P (B), B ∈ F , A0 ∈ N0, で定めると、(Ω, F̃ , P̃ ) は確率空間となる。

演習問題 4 上記の命題を証明せよ。

(Ω, F̃ , P̃ ) を確率空間 (Ω,F , P ) の完備化と呼ぶ。

命題 3.3.2 N0(F̃ , P̃ ) = N0(F , P ) となる。特に、N0(F̃ , P̃ ) ⊂ F̃ となる。

N0(F , P ) ⊂ F となる時、(Ω,F , P ) を完備な確率空間と呼ぶ。
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22 第 3章 ブラウン運動

3.4 ブラウニアンフィルトレーション

(Ω,F , P ) を完備な確率空間とする。N = {A ∈ F ; P (B) = 0, 1} とおくとN は部分 σ-集合族となる。

命題 3.4.1 X は確率変数、 c ∈ R とする。X = c a.s. ならば X は N -可測である。

証明。A ∈ B([−∞,∞]) に対して c ∈ A ならば P (X−1(A)) = 1, c ̸∈ A ならば P (X−1(A)) = 0, となるの

でいずれの場合も X−1(A) ∈ N となり主張を得る。

B(t) = (B1(t), . . . , Bd(t)), t ≧ 0, を d-次元標準ブラウン運動とする。今、Gt = σ{B(s); s ∈ [0, t], t ≧ 0,

とおき、さらに、G̃t = σ{Gt ∪N}, t ≧ 0, とおく。

命題 3.4.2 (1) t ≧ 0 に対してN ⊂ G̃t であり、Bi(t), i = 1, . . . , d, は Gt-可測。

(2) 0 ≦ s < t, ならば G̃s ⊂ G̃t であり、σ{Bi(t)−Bi(s); i = 1, . . . , d} と Gs は独立。

(3) G̃t+ =
∩

s>t G̃s = G̃t

以下にこれを証明する。

主張 (1) と主張 (2) の前半は明らか。

今、t ≧ 0 に対して Ht = σ{Bi(r) − Bi(t); r > t, i = 1, . . . , d} とおく。また、t > s ≧ 0 に対して

∆Bi(s, t) = Bi(t)−Bi(s) とおく。

仮定より任意の t > 0, 0 = s0 < s1 · · · < sn = t, 及び t = r0 < r1 < · · · < rm, に対して∆Bi(sk−1, sk),

i = 1, . . . , d, k = 1, . . . , n, ∆Bi(rℓ−1, sℓ), i = 1, . . . , d, ℓ = 1, . . . ,m, は独立となる。よって、

Ks0,...,sn = σ{∆i(sk−1, sk), i = 1, . . . , d, k = 1, . . . , n}

Kr0,...,rm = σ{∆i(rk−1, rk), i = 1, . . . , d, k = 1, . . . ,m}

とおくと、命題 2.8 より Ks0,...,sn と Kr0,...,rm とは独立となる。

さらに

At,0 =
∪

{Ks0,...,sn ; n ≧ 1, 0 = s0 < s1 · · · < sn = t},

At,1 =
∪

{Kr0,...,rm ; m ≧ 1, t = r0 < r1 · · · < rm}

とおくと、At,0, At,1 は独立で π-系となる。Gt = σ{At,0}, Ht = σ{At,1} であるので、命題 2.7 より Gt と

Ht は独立となる。

これより、Gt, Ht, N が独立となることが容易に示されるので、G̃t と Ht は独立となる。

演習問題 5 これを証明せよ

これより (2) の後半がわかる。

また、H̃t = σ{Ht ∪N0} とおくと、 G̃t と H̃t も独立となることがわかる。

任意の ε > 0 に対して G̃t+ε と Ht+ε は独立。よって、G̃t+ と Ht+ε は独立。よって、G̃t+ と
∪

ε>0 Ht+ε

は独立。
∪

ε>0 Ht+ε は π-系で

Ht = σ{
∪
ε>0

Ht+ε}

である。

演習問題 6 これを証明せよ
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よって命題 2.7 より G̃t+ とHt は独立となる。

今、X は G̃t+-可測な有界な非負値確率変数とする。また、A = {A ∩ B; A ∈ Gt, B ∈ H̃t} とおく。こ
の時、 A は π-系で G̃t+ ⊂ σ{A} であることも容易にわかる。
この時、A ∈ Gt, B ∈ H̃t に対して

E[X,A ∩B] = E[X1A1B ] = E[X1A]E[1B ] = E[E[X|Gt]1A]E[1B ] = E[E[X|Gt]A ∩B]

よって命題 1.12 より、

E[X,C] = E[E[X|Gt], C] C ∈ G̃t+

となる。n ≧ 1 に対して

0 ≦ 1

n
P (X − E[X|Gt] > 1/n) = E[

1

n
1{X−E[X|Gt]>1/n}] ≦ E[X,X − E[X|Gt] > 1/n] = 0

より P (X − E[X|Gt] > 1/n) = 0 がわかる。よって P (X − E[X|Gt] > 0) = 0 がわかる。同様にして

P (X − E[X|Gt] < 0) = 0 がわかるので P (X − E[X|Gt] = 0) = 1 を得る。

C = {X = E[X|G]} とおくと P (Ω \ C) = 0, C ∈ N であり、

X = 1CE[X|Gt] + 1Ω\CX

であるので、X が G̃t-可測であることがわかる。よって G̃t+ = G̃t が示された。
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第4章 連続時間マルチンゲール

4.1 連続過程

定義 4.1.1 (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) が標準条件を満たすフィルター付き確率空間であるとは、以下の４条件

を満たすこと。

(1) (Ω,F , P ) は完備な確率空間である。
(2) {Ft}t∈[0,∞)) はフィルトレーションである。則ち、Ft は部分 σ-加法族であり、0 ≦ s < t ならば Fs

⊂ Ft.

(3) N = {A ∈ F ; P (A) = 0 または 1} とおくとN ⊂ Ft, t ∈ [0,∞).

(4) Ft+ =
∪
s>t

Fs = Ft, t ∈ [0,∞).

以後、特に断らない限り (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) が標準条件を満たすフィルター付き確率空間とする。

[記法] この講義では以下のような記号を用いる。

Xc は以下の条件 (1),(2) を満たす写像 X : [0,∞)× Ω → R の集合

(1) すべての ω ∈ Ω に対してX(·, ω) : [0,∞) → R は連続。

(2) すべての t ∈ [0,∞) に対してX(t, ·) : Ω → R は Ft-可測。

X 2
c は以下の条件を満たすX ∈ Xc の集合

任意の T > 0 に対して

E[ sup
t∈[0,T ]

X(t)2] <∞

が成立する。

X∞
c は以下の条件を満たすX ∈ Xc の集合

M > 0 が存在して

|X(t, ω)| ≦M, t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω

が成立する。

明らかに X∞
c ⊂ X 2

c である。

命題 4.1.2 Xn ∈ X 2
c , n = 1, 2, . . . , が次の条件を満たすとする。

すべての T > 0 に対して

E[ sup
t∈[0,T ]

|Xn(t)−Xm(t)|2] → 0, n,m→ ∞.

この時、以下の条件を満たすX ∈ X 2
c , Ω0 ∈ F , および部分列 {nk}∞k=1 が存在する。

(1) P (Ω0) = 1 であり、ω ∈ Ω0 ならば

sup
t∈[0,T ]

|Xnk
(t, ω)−X(t, ω)| → 0, k → ∞, T > 0.

(2) E[ sup
t∈[0,T ]

|X(t)−Xn(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0.
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証明．k ≧ 1 とする。仮定より mk ≧ 1 が存在して

E[ sup
t∈[0,k]

|Xn(t)−Xm(t)|2] ≦ 1

4k
, n,m ≧ mk

が成立する。nk = m1 + · · ·+mk, k ≧ 1, とおくと

E[ sup
t∈[0,k]

|Xnk+1
(t)−Xnk

(t)|] ≦ E[ sup
t∈[0,k]

|Xnk+1
(t)−Xnk

(t)|2]1/2 ≦ 1

2k

を得る。よって

E[

∞∑
k=1

sup
t∈[0,k]

|Xnk+1
(t)−Xnk

(t)|] ≦ 1

がわかる。Ω0 ∈ F を

Ω0 = {ω ∈ Ω;
∞∑
k=1

sup
t∈[0,k]

|Xnk+1
(t)−Xnk

(t)| <∞}

とおくと P (Ω0) = 1 であり、ω ∈ Ω0 ならば

∞∑
k=1

sup
t∈[0,T ]

|Xnk+1
(t)−Xnk

(t)| <∞ T > 0

であることがわかる。よって、

sup
t∈[0,T ]

|Xnℓ
(t, ω)−Xnk

(t, ω)| → 0, k, ℓ→ ∞, T > 0

となる。従って

X̃(t, ω) = lim
k→∞

Xnk
(t, ω), t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω0

とおくと、X̃(·, ω) : [0,∞) → R, ω ∈ Ω0, は連続。これより、X : [0,∞)× Ω → R を

X(t, ω) =

{
X̃(t, ω), ω ∈ Ω0,

0, ω ∈ Ω \ Ω0,

とおくと、Ω0 ∈ N ⊂ F0 であるので, X(t) が Ft-可測であることがわかり、X ∈ Xc となることがわかる。

また、

sup
[0,T ]

|X(t, ω)−Xnk
(t, ω)| → 0, k,→ ∞, T > 0, ω ∈ Ω0

である。

E[ sup
t∈[0,T ]

|X(t)−Xn(t)|2] = E[ lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

|Xnk
(t)−Xn(t)|2]

≦ lim
k→∞

E[ sup
t∈[0,T ]

|Xnk
(t)−Xn(t)|2] ≦

1

4ℓ
, n ≧ nℓ, ℓ > T

であるので

E[ sup
t∈[0,T ]

|X(t)−Xn(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0

がわかる。
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4.2 連続マルチンゲール

定義 4.2.1 M : [0,∞)×Ω → R が ( {Ft}t∈[0,∞) )- 連続マルチンゲールであるとは以下の３条件を満たす

こと。

(1) M ∈ Xc

(2) E[|M(t)|] <∞, t ∈ [0,∞)

(3) 任意の t > s ≧ 0 に対して

E[M(t)|Fs] =M(s)

[記法] M2
c は以下の条件を満たす M の集合とする。

(1) M は連続マルチンゲール

(2) M(0) = 0, E[M(t)2] <∞, t ∈ [0,∞).

命題 4.2.2 (1) M ∈ M2
c ならば

E[ sup
t∈[0,T ]

M(t)2] ≦ 4E[M(T )2], T > 0.

特にM2
c ⊂ X 2

c .

(2) Mn ∈ M2
c , n = 1, 2, . . . , が

E[|Mn(t)−Mm(t)|2] → 0, n,m→ ∞, t ∈ [0,∞)

を満たすならば、以下の条件を満たすM ∈ M2
c , Ω0 ∈ F , 部分列 {nk}∞k=1 が存在する。

(i) P (Ω0) = 1 であり、ω ∈ Ω0 ならば

sup
[0,T ]

|Mnk
(t, ω)−M(t, ω)| → 0, k → ∞, T > 0.

(ii) E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)−Mn(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0.

証明．(1) T > 0 とする。tk = kT/2n, k = 0, 1, 2 . . . , とおくと

E[M(tk)|Ftk−1
] =M(tk−1) k = 1, 2, . . . ,

となるので {M(tk)}∞k=0 は {Ftk}∞k=0-マルチンゲール。よって離散時間マルチンゲールに対する Doob の不

等式より

E[ max
k=0,1,...,2n

M(tk)
2] ≦ 4E[M(t2n)

2]

則ち

E[ max
k=0,1,...,2n

M(
k

2n
T )2] ≦ 4E[M(T )2]

となる。

max
k=0,1,...,2n

|M(
k

2n
T )|2 ↑ sup

t∈[0,T ]

M(t)2, n→ ∞

であるので

E[ sup
t∈[0,T ]

M(t)2] = lim
n→∞

E[ max
k=0,1,...,2n

M(
k

2n
T )2] ≦ 4E[M(T )2].

(2) 命題 4.1.2 よりM ∈ X 2
c Ω0 ∈ F , 部分列 {nk}∞k=1 が存在して以下が成立する。

(i) P (Ω0) = 1 であり、ω ∈ Ω0 ならば

sup
t∈[0,T ]

|Mnk
(t, ω)−M(t, ω)| → 0, k → ∞, T > 0.
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(ii) E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)−Mn(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0. t > s ≧≧ 0 に対して

E[|E[M(t)|Fs]−M(s)|] = E[|E[M(t)−Mn(t)|Fs]− (M(s)−Mn(s)|]

≦ E[|E[M(t)−Mn(t)|Fs]|] + E[|M(s)−Mn(s)|] ≦ E[|M(t)−Mn(t)|] + E[|M(s)−Mn(s)|]

≦ E[|M(t)−Mn(t)|2]1/2 + E[|M(s)−Mn(s)|2]1/2 → 0, n→ ∞

であるので

E[M(t)|Fs] =M(s) a.s.

がわかる。よって M は連続マルチンゲールである。

4.3 停止時刻

定義 4.3.1 τ : Ω → R が ( {Ft}t∈[0,∞) )- 停止時刻であるとは、任意の t ∈ [0,∞) に対して

{τ ≦ t} ∈ Ft

となること。

定義 4.3.2 ∆ が [0,∞) の分割であるとは、∆ = {tn; n = 0, 1, 2, . . .} ⊂ [0,∞) であり、0 = t0 < t1 <

t2 < · · · かつ tn → ∞, n→ ∞ となること。

[記法] [0,∞) の分割 ∆ に対して ρ∆ : [0,∞] → [0,∞] を

ρ∆(t) =

{
tk+1, t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2 . . .の時,

∞, t = ∞の時
,

により定める。

命題 4.3.3 停止時刻 τ および [0,∞) の分割 ∆ に対して τ∆ : Ω → [0,∞] を τ∆(ω) = ρ∆(τ(ω)), ω ∈ Ω で

定める。この時、τ∆ は停止時刻。

証明．∆ {tk; k = 0, 1, 2, . . .} とする。t ∈ [tk−1, tk), k = 1, 2, . . . , ならば

{τ∆ ≦ t} = {τ∆ ≦ tk−1} = {τ < tk−1}

=
∞∪

n=1

{τ ≦ tk−1 −
1

n
} ∈ Ftk−1

⊂ Ft

よって τ∆ は停止時刻である。

［記法] X ∈ Xc, 停止時刻 τ に対してXτ : [0,∞)× Ω → R を

Xτ (t, ω) = X(t ∧ τ(ω), ω), t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω

により定める。

命題 4.3.4 ∆n = { k
2n

; n = 0, 1, 2, . . .}, n ≧ 1, とおく。

(1) ∆n は [0,∞) の分割である。また、ρ∆n(t) ↓ t, n→ ∞, t ∈ [0,∞).

(2) X ∈ Xc, τ は停止時刻とする。この時、τn = τ∆n とおくと、X
τn ∈ Xc. さらに、Xτ ∈ Xc.
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証明．　 (1) は明らか。(2) を示す。

Xτn(·, ω) : [0,∞) → R, Xτ (·, ω) : [0,∞) → R, ω ∈ Ω, が連続であることは明らか。

n ≧ 1 とする。t ∈ [2−n(k − 1), 2−nk), k = 1, 2, . . . , の時

Xτn(t) =
k−1∑
ℓ=0

1{τn=2−nℓ}X(2−nℓ) + 1{τn≧2−nk}X(t)

となる。

{τn = 2−nℓ} = {τn ≦ 2−nℓ} \ {τn ≦ 2−n(ℓ− 1)} ∈ F2−nℓ,

{τn ≧ 2−nk} = Ω \ {τn ≦ 2−n(k − 1)} ∈ F2−n(k−1)

であるので、Xτn(t) が Ft-可測であることがわかる。

また、(1) より n→ ∞ の時

Xτn(t, ω) = X(t ∧ ρ∆n(τ(ω)), ω)

→ X(t ∧ τ(ω), ω) = Xτ (t, ω)

t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω, であるので Xτ (t) も Ft-可測であることがわかる。

これより (2) を得る。

命題 4.3.5 M が連続マルチンゲール、τ は停止時刻とする。もし、

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] <∞

がすべての T > 0 に対して成立するならば、Mτ も連続マルチンゲールとなる。

証明．命題 4.3.4よりMτ ∈ Xc である。今、 0 ≦< s < tとする。n ≧ 1とする。∆n = {s, t}∪{2−nk; k =

0, 1, 2, . . .} とおくと∆n は [0,∞) の分割である。今、∆n = {tk; k = 0, 1, 2, . . .}, 0 = t0 < t1 < t2 < · · · ,
とする。また、τn = ρ∆n(τ) とおく。τn は停止時刻である。

Nk =M(tk), Gk = Ftk , k = 0, 1, 2, . . . , とおくと {Nk}∞k=0 は {Gk}∞k=0-マルチンゲール。また、σ : Ω →
Z≧0 ∪ {∞} を

σ(ω) =

{
k, τn = tk の時 , k = 0, 1, . . . ,

∞, τn = ∞ の時 , k = 0, 1, . . . ,

で定めると

{σ ≦ k} = {τn ≦ tk} ∈ Ftk = Gk

であるので σ は {Gk}∞k=0-停止時刻である。よって {Nσ
k }∞k=0 は {Gk}∞k=0-マルチンゲール。さらに

Mτn(tk, ω) =M(tk ∧ τn(ω), ω) = N(k ∧ σ(ω), ω)

であるので 0 ≦ k < ℓ ならば

E[Mτn(tk)|Ftℓ ] =Mτn(tℓ)

であることがわかる。s, t ∈ ∆n であるので

E[Mτn(t)|Fs] =Mτn(s)

となることがわかる。
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Mτn(t) →Mτ (t), n→ ∞, であり、

|Mτn(t)−Mτ (t)| ≦ 2 sup
r∈[0,t]

|M(r)|

であるので

E[|Mτn(t)−Mτ (t)|] → 0, n→ ∞

がわかる。よって

E[|E[Mτ (t)|Fs]−Mτ (s)|] = E[|E[Mτ (t)−Mτ
n(t)|Fs]− (Mτ (s)−Mτ

n(s))|]

≦ E[|E[Mτ (t)−Mτ
n(t)|Fs]|] + E[|Mτ (s)−Mτ

n(s|)] → 0, n→ ∞

であるので

E[Mτ (t)|Fs] =Mτ (s) a.s.

を得る。よって Mτ が連続マルチンゲールであることがわかる。

命題 4.3.6 M ∈ M2
c , τ は停止時刻とする。この時、M

τ ∈ M2
c である。

証明．Doobの不等式より

E[ sup
r∈[0,t]

M(r)2] ≦ 4E[M(t)2] <∞

となることがわかる。また、

E[ sup
r∈[0,t]

|M(r)|] ≦ E[ sup
r∈[0,t]

|M(r)|2]1/2

であるので命題 4.3.5 より Mτ が連続マルチンゲールであることがわかる。

また、

E[Mτ (t)2] ≦ E[ sup
r∈[0,t]

|M(r)|2] <∞

であるので、 M ∈ M2
c がわかる。

命題 4.3.7 τ : Ω → [0,∞] に対して以下の２つの命題は同値である.。

(1) τ は停止時刻。

(2) 任意の t > 0 に対して {τ < t} ∈ Ft が成立する。

演習問題 7 上の命題を証明せよ。

命題 4.3.8 τ, σ が停止時刻であるならば τ ∧ σ, τ ∨ σ, τ + σ も停止時刻となる。

演習問題 8 上の命題を証明せよ。

命題 4.3.9 X ∈ Xc, E[|X(t)|] < ∞, t ≧ 0, とする。また、∆ = {tk; k = 0, 1, . . .} は [0,∞) の分割 (

0 = t0 < t1 < t2 < · · · ) とする。もし、任意の s < t, s, t ∈ [tk−1, tk], k = 1, 2, . . . に対して

E[X(t)|Fs] = X(s)

が成立するならばX は連続マルチンゲール。
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証明. t > s ≧ 0 とする。この時、ℓ ≦ k で s ∈ [tℓ−1, tℓ], t ∈ [tk−1, tk] となるものが存在する。E[X(t)|Fs]

= X(s) であることを k − ℓ の帰納法で示す。

k − ℓ = 0 の時は仮定より明らか、k − ℓ = n の時成立すると仮定すると k − ℓ = n+ 1 の時

E[X(t)|Fs] = E[E[E[X(t)|Ftℓ ]|Fs] = E[X(tk)|Fs] = X(s)

となることがわかる。

よって X が連続マルチンゲールであることがわかる。

命題 4.3.10 M,N ∈ M2
c とする。この時、以下が成立する。

(1) t ≧ s ≧ 0 に対して

E[(M(t)−M(s))(N(t)−N(s))|Fs] = E[M(t)N(t)|Fs]−M(s)N(s)

特に

E[(M(t)−M(s))2|Fs] = E[M(t)2|Fs]−M(s)2.

(2) n ≧ 1, tn > tn−1 > · · · > t0 = 0 に対して

E[M(tn)
2] =

n∑
k=1

E[(M(tk)−M(tk−1))
2].

証明. (1) E[(M(t)−M(s))(N(t)−N(s))|Fs]

= E[M(t)N(t)−M(s)N(t)−M(t)N(s) +M(s)N(s)|Fs]

= E[M(t)N(t)|Fs]−M(s)E[N(t)|Fs]−N(s)E[M(t)|Fs] +M(s)N(s) = E[M(t)N(t)|Fs]−M(s)N(s).

より主張の前半を得る。後半はこれより明らか。

また、(1)より

E[(M(tk)−M(tk−1))
2] = E[M(tk)

2]− E[M(tk−1)
2]

がわかるので (2) を得る。
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第5章 確率積分

5.1 準備

(Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) は標準的条件を満たすフィルター付き確率空間とする。

定義 5.1.1 B : [0,∞)×Ω → Rd が d-次元 {Ft}t∈[0,∞)- 標準ブラウン運動であるとは以下の条件を満たす

ことをいう。

(1) B(t) = (B1(t), . . . , Bd(t)), t ∈ [0,∞) とおくと Bk ∈ Xc, k = 1, . . . , d.

(2) 0 ≦ s < t に対して Fs, σ{Bk(t)−Bk(s)}, k = 1, 2, . . . , d は独立。

(3) B(0) = 0 であり t > s ≧ 0, k = 1, . . . , d, に対して Bk(t)−Bk(s) は平均 0 分散 t− s のガウス確率変

数。則ち

E[exp(
√
−1z(Bk(t)−Bk(s)))] = exp(

t− s

2
z2), z ∈ R.

以後、B : [0,∞) × Ω → Rd が d-次元 {Ft}t∈[0,∞)- 標準ブラウン運動であるとする。命題 3.4.2 よりこ

のようなものは存在する。

定義 5.1.2 (1) L2
0 は以下の３条件を満たす関数 f : [0,∞)× Ω → R 全体の集合とする。

n ≧ 1, 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = ∞ 及び確率変数 ξm, m = 0, 1, . . . , n, が存在して

(i) ξm, m = 0, . . . , n− 1, は Ftm- 可測であり、E[ξ2m] <∞.

(ii)

f(t, ω) =
n+1∑
m=1

ξk(ω)1[tm−1,tm)(t), ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)]

が成立する。

(2) f ∈ L2
0 に対して Ik(f) : [0,∞)× Ω → R, k = 1, . . . , d, を

Ik(f)(t, ω) =
n+1∑
m=1

ξm−1(ω)(B
k(t ∧ tm, ω)−Bk(t ∧ tm−1, ω)) ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)]

で定める。

演習問題 9 L2
0 はベクトル空間であることを示せ。

演習問題 10 f ∈ L2
0 に対して

Ik(f)(t, ω) = lim
n→∞

n2−n∑
m=1

f((m−1)2−n, ω)(Bk(t∧(m2−n), ω)−Bk(t∧((m−1)2−n), ω)) ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)]

が成立することを示せ。よって、 Ik(f) の定義は f の表現に依存しないことがわかる。

また、Ik は線形であること、則ち Ik(af + bg) = aIk(f) + bIk(g), f, g ∈ L2
0, a, b ∈ R, となることもわ

かる。
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命題 5.1.3 (1) f ∈ L2
0, k = 1, . . . , d, に対して Ik(f) ∈ M2

c となる。

(2) f, g ∈ L2
0, k, ℓ = 1, . . . , d, に対して

M(t) = Ik(f)(t)Iℓ(g)(t)− δkℓ

∫ t

0

f(s)g(s)ds, t ∈ [0,∞)

とおくとM は連続マルチンゲール。

特に

E[Ik(f)(t)Iℓ(g)(t)] = δkℓE[

∫ t

0

f(s)g(s)ds], t ∈ [0,∞).

証明．(1) f ∈ L2
0,

f(t, ω) =
n+1∑
m=1

ξk(ω)1[tm−1,tm)(t), ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)

ξm, m = 0, . . . , n− 1, は Ftm- 可測であり、E[ξ2m] <∞ とする。

Ik(f) ∈ Xc となることは定義より明らか。

s, t ∈ [tm−1, tm), m = 1, . . . , n+ 1, とする。この時、

Ik(t) =
m−1∑
r=1

ξr(B
k(tr)−Bk(tr−1)) + ξm−1(B

k(t)−Bk(tm−1))

である。ξm−1 は Fs-可測であることに注意。

E[(Ik(f)(t)− Ik(f)(s))
2] = E[ξ2m−1(B

k(t)−Bk(s))2]

= E[ξ2m−1E[(Bk(t)−Bk(s))2|Fs]] = (t− s)E[ξ2m−1] <∞

であり、

E[Ik(f)(t)− Ik(f)(s)|Fs] = E[ξm−1(B
k(t)−Bk(s))|Fs]

= E[ξm−1E[(Bk(t)−Bk(s))|Fs]] = E[ξm−1]E[Bk(t)−Bk(s)] = 0.

であるので、命題 4.3.9 より Ik(f) は連続マルチンゲールであることがわかる。

さらに

E[Ik(f)(t)
2]

=

m−1∑
r=1

E[(Ik(f)(tr)− Ik(tr−1))
2] + E[(Ik(t)− Ik(tm−1))

2] <∞

がわかるので Ik(f) ∈ M2
c を得る。

(2) Step 1. まず、 f ∈ L2
0, k, ℓ = 1, . . . , d, に対して

M(t) = Ik(f)(t)Iℓ(f)(t)− δkℓ

∫ t

0

f(s)2(r)dr, t ∈ [0,∞)

が連続マルチンゲールであることを示す。

s, t ∈ [tm−1, tm), m = 1, . . . , n+ 1, とする時、

M(t)−M(s) = Ik(f)(t)Iℓ(f)(t)− Ik(f)(s)Iℓ(f)(s)− δkℓ

∫ t

s

f(r)2dr

= (Ik(f)(t)−Ik(s))(Iℓ(f)(t)−Iℓ(f)(s))−δkℓ
∫ t

s

f(r)2dr+(Ik(f)(t)−Ik(s))Iℓ(f)(s)+(Iℓ(f)(t)−Iℓ(f)(s))Ik(s)

となる。よって

E[M(t)−M(s)|Fs]
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= E[ξ2m−1(B
k(t)−Bk(s))(Bℓ(t)−Bℓ(s))|Fs]− δkℓE[(t− s)ξ2m−1|Fs]

+Iℓ(f)(s)E[Ik(f)(t)− Ik(s)|Fs] + Ik(f)(s)E[Iℓ(f)(t)− Iℓ(f)(s)|Fs]

= ξ2m−1E[(Bk(t)−Bk(s))(Bℓ(t)−Bℓ(s))|Fs]− ξ2m−1δkℓ(t− s)

= ξ2m−1E[(Bk(t)−Bk(s))(Bℓ(t)−Bℓ(s))]− ξ2m−1δkℓ(t− s) = 0

となりM(t) が連続マルチンゲールであることがわかる。

Step 2. f, g ∈ L2
0, k, ℓ = 1, . . . , d, に対して

Mk,ℓ(f, g)(t) = Ik(f)(t)Iℓ(g)(t)− δkℓ

∫ t

0

f(s)g(s)ds, t ∈ [0,∞)

とおくとMk,ℓ(·, ·) : L2
0 × L2

0 → Xc は双線形である。よって、

Mk,ℓ(f, g) =
1

4
(Mk,ℓ(f + g, f + g)−Mk,ℓ(f − g, f − g))

となるのでMk,ℓ(f, g) も連続マルチンゲールとなる。

命題 5.1.4 f ∈ L2
0 であり、M > 0 が存在して

|f(t, ω)| ≦M, t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω,

と仮定する。この時、t > s ≧ 0, k = 1, . . . , d, に対して

E[(Ik(f)(t)− Ik(f)(s))
4] ≦ 9M4(t− s)2

が成立する。

証明．t > s ≧ 0 を固定する。

f(r) =

n+1∑
m=1

ξm−11[tm−1,tm)(r), r ∈ [0,∞)

であるとする。t ∈ (tm−1, tm) であれば

ξm−11[tm−1,tm)(r) = ξm−11[tm−1,t)(r) + ξm−11[t,tm)(r)

であり、 ξm−1 は Ft-可測である。この考察より s, t ∈ {t0, t1, . . . , tn} と仮定してよい。
s = ti, t = tj , 0 ≦ i < j ≦ n, とする。この時、

Ik(f)(t)− Ik(f)(s) =

j∑
m=i+1

ξm−1(B
k(tm)−Bk(tm−1))

となる。簡単のために Zm = ξm−1(B
k(tm)−Bk(tm−1)), m = 1, . . . , n, とおく。Zm は Ftm-可測であるこ

とに注意。

(Ik(f)(t)− Ik(f)(s))
4 =

j∑
m1,m2,m3,m4=i+1

Zm1Zm2Zm3Zm4

となる。

J = E[Zm1Zm2Zm3Zm4 ], i+ 1 ≦ m1 ≦ m2 ≦ m3 ≦ m4 ≦ j, について調べる。

m1 ≦ m2 ≦ m3 < m4 の時、

J = E[Zm1
Zm2

Zm3
E[Zm4 |Ftm4−1 ]]
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= E[Zm1Zm2Zm3ξm4−1E[Bk(tm4)−Bk(tm4−1|Ftm4−1 ]] = 0

となる。

m1 < m2 = m3 = m4 の時、

J = E[Zm1E[Z3
m4

|Ftm4−1 ]]

= E[Zm1ξ
3
m4−1E[(Bk(tm4)−Bk(tm4−1))

3|Ftm4−1 ]] = 0

となる。

よって、J = 0 とならないのはm1 = m2 = m3 = m4 かm1,m2 < m3 = m4 の時に限られる。従って

E[(Ik(f)(t)− Ik(f)(s))
4] =

(
4

2

) j∑
m4=i+2

m4∑
m1,m2=i+1

E[Zm1Zm2Z
2
m4

] +

j∑
m=i+1

E[Z4
m]

= 6

j∑
m4=i+2

m4∑
m1,m2=i+1

E[Zm1Zm2ξ
2
m4−1E[(Bk(tm4)−Bk(tm4−1)

2|Ftm4−1 ]]

+

j∑
m=i+1

E[ξ4m4−1E[(Bk(tm4
)−Bk(tm4−1))

4|Ftm4−1
]]

= 6

j∑
m4=i+2

E[(

m4∑
m=i+1

Zm)2ξ2m4−1](tm4 − tm4−1) +

j∑
m=i+1

E[ξ4m4−1]3(tm4 − tm4−1)
2

≦ 6M2

j∑
m4=i+2

E[(Ik(f)(tm4)− Ik(f)(ti))
2](tm4 − tm4−1) + 3M4

j∑
m=i+1

(tm4 − tm4−1)
2

≦ 6M2E[

∫ t

s

f(r)2dr]

j∑
m4=i+2

(tm4 − tm4−1) + 3M4(t− s)

j∑
m=i+1

(tm4 − tm4−1) ≦ 9M4(t− s)2

を得るので命題は示された。

5.2 確率積分

X ∈ X 2
c および n ∈ Z≧1 に対して

fX,n(t, ω) =
n2n∑
k=1

X(
k − 1

2n
, ω)1[(k−1)2−n,k2−n)(t), (t, ω) ∈ [0,∞)× Ω

とおくと、fX,n ∈ L2
0, n ≧ 1, となる。

命題 5.2.1 任意の X ∈ X 2
c および k = 1, 2, . . . d, に対し

E[(Ik(fX,n)(T )− Ik(fX,m)(T ))2] → 0, n,m→ ∞, T > 0

が成立する。

証明．命題 5.1.3 より

E[(Ik(fX,n)(T )− Ik(fX,m)(T ))2] = E[Ik(fX,n − fX,m)(T )2] = E[

∫ T

0

(fX,n(t)− fX,m(t))2dt]
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となる。一方、 ∫ T

0

(fX,n(t)− fX,m(t))2dt ≦ 4T sup
t∈[0,T ]

X(t)2

であり、 ∫ T

0

(fX,n(t)− fX,m(t))2dt→ 0, n,m→ ∞

であるので有界収束定理より主張を得る。

X ∈ X 2
c および k = 1, 2, . . . d, に対し、命題 5.1.3(2) および命題 5.2.1 よりM ∈ M2

c で

E[ sup
t∈[0,T ]

(M(t)− Ik(fX,n(t))
2] → 0, n→ ∞ T > 0

となるものが存在する。この M をX •Bk で表す。

(X •Bk)(t) =

∫ t

0

X(s)dBk(s)

とも表す。しばらくは X •Bk を用いる。

定理 5.2.2 (1) X ∈ X 2
c および k = 1, 2, . . . d, に対し、X •Bk ∈ M2

c である。

(2) X,Y ∈ X 2
c および k, ℓ = 1, 2, . . . d, に対し、

M(t) = (X •Bk)(t)(Y •Bℓ)(t)− δkℓ

∫ t

0

X(s)Y (s)ds, t ∈ [0,∞)

は連続マルチンゲールであり、

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] <∞, T > 0

が成り立つ。

特に、 t > s ≧ 0 に対して

E[((X •Bk)(t)− (X •Bk)(s))((Y •Bℓ)(t)− (Y •Bℓ)(s))− δkℓ

∫ t

s

X(r)Y (r)ds|Fs] = 0.

(3) Xk ∈ X 2
c , k = 1, 2, . . . , d, に対して

E[(
d∑

k=1

(Xk •Bk)(t))2] = E[
d∑

k=1

∫ t

0

Xk(s)
2ds].

証明．(1) は既に示した。(2) を示す。

E[|M(t)− (Ik(fX,n)(t)Iℓ(fY,n)(t))− δkℓ

∫ t

0

fX,n(s)fY,n(s)ds|]

≦ E[|(X •Bk)(t)Y •Bℓ(t)− Ik(fX,n)(t)Iℓ(fY,n)(t)|] + E[

∫ t

0

|X(s)Y (s)− fX,n(s)fY,n(s)|ds]

である。しかし、

E[|(X •Bk)(t)(Y •Bℓ)(t)− Ik(fX,n)(t)Iℓ(fY,n)(t)|]

≦ E[|((X •Bk)(t)− Ik(fX,n)(t))(Y •Bℓ)(t)|] + E[|(X •Bk)(t)((Y •Bℓ)(t)− Iℓ(fY,n)(t)))|]

+E[|((X •Bk)(t)− Ik(fX,n)(t))((Y •Bℓ)(t)− Iℓ(fY,n)(t))|]

≦ E[((X •Bk)(t)−Ik(fX,n)(t))
2]1/2E[(Y •Bℓ)(t)2]1/2+E[(X •Bk)(t)2]1/2E[(Y •Bℓ)(t)−Iℓ(fY,n)(t))2]1/2
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+E[((X •Bk)(t)− Ik(fX,n)(t))
2]1/2E[(Y •Bℓ(t)− Iℓ(fY,n)(t))

2]1/2

→ 0, n→ ∞

である。また、 ∫ t

0

|X(s)Y (s)− fX,n(s)fY,n(s)|ds ≦ 2t( sup
s∈[0,t]

|X(s)|)( sup
s∈[0,t]

|Y (s)|)

E[( sup
s∈[0,t]

|X(s)|)( sup
s∈[0,t]

|Y (s)|)] ≦ E[ sup
s∈[0,t]

|X(s)|2]1/2E[ sup
s∈[0,t]

|Y (s)|2]1/2 <∞

および ∫ t

0

|X(s)Y (s)− fX,n(s)fY,n(s)|ds→ 0, n→ ∞

より

E[

∫ t

0

|X(s)Y (s)− fX,n(s)fY,n(s)|ds] → 0, n→ ∞

がわかる。

よって、命題 5.1.3 より t > s ≧ 0 に対して

E[M(t)|Fs] =M(s)

がわかり、M が連続マルチンゲールであることがわかる。

また、

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] ≦ E[( sup
t∈[0,T ]

|X(t)|)( sup
t∈[0,T ]

|Y (t)|) + T ( sup
t∈[0,T ]

|X(t)|)( sup
t∈[0,T ]

|Y (t)|)]

≦ (T + 1)E[ sup
t∈[0,T ]

X(t)2]1/2E[ sup
t∈[0,T ]

Y (t)2]1/2 <∞

である。

さらに、命題 4.3.10 より t > s ≧ 0 に対して

E[((X•Bk)(t)−(X•Bk)(s))(Y •Bℓ)(t)−(Y •Bℓ)(s))|Fs] = E[(X•Bk)(t)Y •Bℓ)(t)−(X•Bk)(s)Y •Bℓ)(s)|Fs]

であるので、 (2) の最後の式を得る。

(3) (2) より

E[(
d∑

k=1

(Xk •Bk)(t))2] =
d∑

k,ℓ=1

E[(Xk •Bk)(t))(Xℓ •Bℓ)(t)] =
d∑

k=1

E[

∫ t

0

Xk(s)
2ds]

がわかるので主張を得る。

命題 5.2.3 X,Y ∈ X 2
c , a, b ∈ R, および k = 1, . . . , d, に対し

(aX + bY ) •Bk = a(X •Bk) + b(Y •Bk).

演習問題 11 上記の命題を証明せよ。

命題 5.2.4 X ∈ X 2
c , τ は停止時刻とする。この時、k = 1, . . . , d, に対して

E[(X •Bk)τ (t)2] = E[

∫ t∧τ

0

X(s)2ds], t ∈ [0,∞).

が成り立つ。
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証明．M を

M(t) = (X •Bk)(t)2 −
∫ t

0

X(s)2ds, t ∈ [0,∞)

とおくと、定理 5.2.2 よりM は連続マルチンゲールであり

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] <∞, T > 0.

よって、命題 4.3.5 よりMτ は連続マルチンゲールであることがわかる。特に E[Mτ (t)] = 0.

E[Mτ (t)] = E[(X •Bk)τ (t)2 −
∫ t∧τ

0

X(s)2ds]

であるので主張を得る。

命題 5.2.5 X ∈ X 2
c , τ は停止時刻とする。

(1{τ>0}X
τ )(t, ω) =

{
X(t ∧ τ(ω), ω), τ(ω) > 0 の時

0, τ(ω) = 0 の時

とおくと、1{τ>0}X
τ ∈ X 2

c である。

さらに、k = 1, . . . , d, に対して

(X •Bk)τ = ((1{τ>0}X
τ ) •Bk)τ

が成り立つ。

証明．{τ > 0} = Ω \ {τ = 0} ∈ F0 であるので、最初の主張は明らか。

命題 5.1.3 より

E[((X •Bk)τ (t)− ((1{τ>0}X
τ ) •Bk)τ (t))2] = E[((X − (1{τ>0}X

τ ) •Bk)τ (t)2]

= E[

∫ t∧τ

0

(X − (1{τ>0}X
τ )(s)2ds] = 0

より後半の主張を得る。

命題 5.2.6 X ∈ X∞
c とする。この時、 C ∈ (0,∞) が存在して

E[((X •Bk)(t)− (X •Bk)(s))4] ≦ C(t− s)4, t > s ≧ 0, k = 1, 2, . . . , d

が成立する。

証明．仮定より M > 0 が存在して

|X(t, ω)| ≦M, t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω

が成り立つ。この時、

sup
t∈[0,∞)

|fX,n(t)| ≦ sup
t∈[0,∞)

|X(t)| ≦M

が成り立つ。

命題 4.2.2 より Ω0 ∈ F および部分列 {nm}∞m=0 が存在して P (Ω0) = 1 であり

Ik(fX,nm)(t) → (X •Bk)(t), m→ ∞, t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω0
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が成り立つ。また、命題 5.1.4 より

E[(Ik(fnm)(t)− (Ik(fnm)(s))4] ≦ 9M4(t− s)

よって

E[(X •Bk)(t)− (X •Bk)(s))4] = E[1Ω0(X •Bk)(t)− (X •Bk)(s))4]

= E[ lim
m→∞

1Ω0(Ik(fnm)(t)− (Ik(fnm)(s))4] ≦ lim
m→∞

E[1Ω0(Ik(fnm)(t)− (Ik(fnm)(s))4] ≦ 9M4(t− s)

となるので主張を得る。

5.3 確率微分方程式

確率微分方程式の定義は様々であり、目的に応じて定義を変えることが多い。ここでは 1942 年の伊藤の

考えに基づいていく。

(Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) は標準的条件を満たすフィルター付き確率空間、B : [0,∞) × Ω → Rd は d-次元

{Ft}t∈[0,∞) ブラウン運動、σk : [0,∞)×RN → RN , k = 0, 1, . . . , d, は連続関数とする。

ξ : Ω → RN は F0-可測な確率変数で E[|ξ|2] <∞ を満たすものとする。

確率微分方程式

dX(t) =

d∑
k=1

σk(t,X(t))dBk(t) + σ0(t,X(t))dt

X(0) = ξ

を考える。

定義 5.3.1 X : [0,∞)× Ω → RN が上記の確率微分方程式の解であるとは以下の３条件を満たすこと。

(1) X ∈ X 2
c .

(2) σk(·, X(·)) ∈ X 2
c , k = 0, 1, . . . , d.

(3) Xi(t)

= ξi +
d∑

k=1

∫ t

0

σi
k(s,X(t))dBk(s) +

∫ t

0

σi
0(t,X(s))ds, i = 1, . . . , N, t ∈ [0,∞).

ここで Y ∈ X 2
c に対して

(Y •Bk)(t) =

∫ t

0

Y (s)dBk(s)

と表記した。

命題 5.3.2 連続関数 σk : [0,∞)×RN → RN , k = 0, 1, . . . , d, が次のリプシッツ条件を満たすとする。

(条件) C ∈ (0,∞) で

|σk(t, x)− σk(t, y)| ≦ C|x− y|, t ∈ [0,∞), x, y ∈ RN , k = 0, 1, . . . , d

となるものが存在する。

この時確率微分方程式の解は存在してただ一つである。
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証明．まず

V = {X = (X1, . . . , XN ); Xi ∈ X 2
c , i = 1, . . . , N}

とおく。

T > 0 とすると、t ∈ [0, T ], x ∈ RN に対して

|σk(t, x)|2 ≦ ( sup
t∈[0,T ]

|σk(t, 0)|+ |σk(t, x)− σk(t, 0)|)2

≦ 2( sup
t∈[0,T ]

|σk(t, 0)|2 + C2|x|2)

となるのでX ∈ V ならば σk(·, X(·)) ∈ V, k = 0, 1, . . . , d, となることがわかる。よって、X ∈ V ならば∫ t

0

σk(s,X(s))dBk(s) = (σi
k(·, X(·)) •Bk)(t))i=1,...,N ∈ V, k = 1, . . . , d

であることがわかる。また、

E[ sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

σ0(s,X(s))ds|2] ≦ E[(

∫ T

0

|σ0(s,X(s))|ds)2]

≦ E[T

∫ T

0

|σ0(s,X(s))|2ds] ≦ T 2E[ sup
t∈[0,T ]

|σ0(t,X(t))|2]

である。

X ∈ V に対して

Φ(X)(t)

= ξ +

d∑
k=1

∫ t

0

σk(s,X(t))dBk(s) +

∫ t

0

σ0(t,X(s))ds, t ∈ [0,∞)

と定めると、Φ(X) ∈ V であることがわかる。

まず以下の主張を示す。

主張．任意の T > 0 に対して CT ∈ (0,∞) が存在して

E[ sup
s∈[0,t]

|Φ(X)(s)− Φ(Y )(s)|2] ≦ CT

∫ t

0

E[ sup
r∈[0,s]

|X(r)− Y (r)|2]ds, t ∈ [0, T ], X, Y ∈ V

が成立する。

主張を証明する。T > 0 とする。X,Y ∈ X 2
c , t ∈ [0, T ], に対して

E[ sup
s∈[0,t]

|Φ(X)(s)− Φ(Y )(s)|2]

= E[ sup
s∈[0,t]

N∑
i=1

(

d∑
k=1

∫ s

0

(σi
k(r,X(r))− σi

k(r, Y (r)))dBk(r) +

∫ s

0

(σi
0(r,X(r))− σi

0(r, Y (r)))dr)2]

≦
N∑
i=1

E[ sup
s∈[0,t]

(
d∑

k=1

∫ s

0

(σi
k(r,X(r))− σi

k(r, Y (r)))dBk(r) +

∫ s

0

(σi
0(r,X(r))− σi

0(r, Y (r)))dr)2]

≦ 2

N∑
i=1

E[ sup
s∈[0,t]

(

d∑
k=1

∫ s

0

(σi
k(r,X(r))−σi

k(r, Y (r)))dBk(r))2]+2

N∑
i=1

E[ sup
s∈[0,t]

(

∫ s

0

(σi
0(r,X(r))−σi

0(r, Y (r)))dr)2]

≦ 2
N∑
i=1

4E[(
d∑

k=1

∫ t

0

(σi
k(s,X(s))− σi

k(s, Y (s)))dBk(s))2] + 2
N∑
i=1

E[(

∫ t

0

|σi
0(s,X(s))− σi

0(s, Y (s))|ds)2]
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≦ 8

N∑
i=1

E[(

d∑
k=1

∫ t

0

(σi
k(s,X(s))− σi

k(s, Y (s)))2ds] + 2

N∑
i=1

E[(

∫ t

0

|σi
0(s,X(s))− σi

0(s, Y (s))|2ds)(
∫ t

0

1ds)]

= 8E[

d∑
k=1

∫ t

0

|σk(s,X(s))− σk(s, Y (s))|2ds] + 2tE[

∫ t

0

|σ0(s,X(s))− σ0(s, Y (s))|2ds]

≦ 8E[
d∑

k=1

∫ t

0

C2|X(s)− Y (s)|2ds] + 2tE[

∫ t

0

C2|X(s)− Y (s)|2ds]

≦ (8d+ 2T )C2E[

∫ t

0

C2|X(s)− Y (s)|2ds]

となることよりわかる。

さて、今、 X0(t) = ξ, t ∈ [0,∞), とおくと X0 ∈ V となる。Xn ∈ V, n = 1, 2, . . . , を帰納的に

Xn = Φ(Xn−1), n = 1, 2, . . . , で定める。この時、

an(t) = E[ sup
s∈[0,t]

|Xn(s)−Xn−1(s)|2], t ∈ [0,∞), n = 1, 2, . . . ,

とおくと、

an+1(t) = E[ sup
s∈[0,t]

|Φ(Xn)(s)− Φ(Xn−1)(s)|2] ≦ CT

∫ t

0

an(s)ds t ∈ [0, T ], T > 0

が成立する。

a0(t) ≦ a0(T ), t ∈ [0, T ], であるので、数学的帰納法により

an(t) ≦
Cn

T t
n

n!
a0(T ), t ∈ [0, T ], n = 0, 1, . . .

を示すことができる。

特に、n ≧ m ≧ 1 に対して

E[ sup
s∈[0,T ]

|Xn(s)−Xm(s)|2]1/2 ≦ E[(

n∑
k=m+1

sup
s∈[0,T ]

|Xk(s)−Xk−1(s)|)2]1/2

≦
n∑

k=m+1

E[ sup
s∈[0,T ]

|Xk(s)−Xk−1(s)|2]1/2 ≦
n∑

k=m+1

(
Ck

TT
k

k!
)1/2a0(T )

1/2 → 0, n,m→ ∞.

であるので、命題 4.1.2 よりX ∈ V で

E[ sup
t∈[0,T ]

|X(t)−Xn(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0

となるものが存在する。この時、主張より

E[sup
[0,T ]

|Φ(X)(t)−Xn+1(t)|2] → 0, n→ ∞, T > 0

となることがわかり、Φ(X)(t) = X(t) a.s., t ∈ [0,∞), がわかる。よって、 X は確率微分方程式の解と

なる。

もし、X,Y ∈ V が共に解であれば、Φ(X) = X, Φ(Y ) = Y, が成り立つ。

a(t) = E[ sup
s∈[0,t]

|X(s)− Y (s)|2], t ∈ [0,∞)

とおくと

a(t) ≦ CT

∫ t

0

a(s)ds t ∈ [0, T ]
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がわかる。よって、帰納的に

a(t) ≦ Cn
T

tn

n!
a(T ) t ∈ [0, T ]

がわかるので、a(t) = 0, t ∈ [0,∞), がわかる。従って解は一意的である。
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(Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) は標準的条件を満たすフィルター付き確率空間、B : [0,∞) × Ω → R は d 次元

{Ft}t∈[0,∞)-ブラウン運動とする。

6.1 伊藤過程

命題 6.1.1 Y ∈ X∞
c に対して

Z(t) =

∫ t

0

Y (s)ds, t ∈ [0,∞)

とおくと、

E[
n2n∑
k=1

|Z(( k
2n

) ∧ t)− Z((
k − 1

2n
) ∧ t)|2] → 0, n→ ∞, t ∈ [0,∞)

が成立する。

証明．Y ∈ X∞
c であるのでM = supt∈[0,∞),ω∈Ω |Y (t, ω)| <∞ である。

n2n∑
k=1

|Z(( k
2n

) ∧ t)− Z((
k − 1

2n
) ∧ t)|2

≦ ( max
k=1,...,n2n

|Z(( k
2n

) ∧ t)− Z((
k − 1

2n
) ∧ t)|)

n2n∑
k=1

|Z(( k
2n

) ∧ t)− Z((
k − 1

2n
) ∧ t)|

≦ (2−n sup
s∈[0,t]

|Y (s)|)
∫ t

0

|Y (s)|ds ≦ 2−nM2t

であるので、主張を得る。

命題 6.1.2 Yk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d, および F0-可測な確率変数 ξ とする。もし

ξ +

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds = 0 a.s. t ∈ [0,∞)

であるならば、ξ = 0 a.s., Yk(t) = 0 a.s., k = 0, 1, . . . , d, t ∈ [0,∞), が成立する。

証明．

Z(t) = ξ +
d∑

k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds t ∈ [0,∞)

とおく。まず ξ = Z(0) = 0 であることがわかる。

また、

Z0(t) =

∫ t

0

Y0(s)ds, Z1(t) =

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t)
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とおくと、 t > s ≧ 0 に対して

E[|Z1(t)− Z1(s)|2] = E[|Z0(t)− Z0(s)|2]

がわかる。Z1 ∈ M2
c であるので t > n ならば

E[Z1(t)
2] = E[

n2n∑
k=1

(Z1((
k

2n
) ∧ t)− Z1((

k − 1

2n
) ∧ t))2]

= E[

n2n∑
k=1

(Z0((
k

2n
) ∧ t)− Z0((

k − 1

2n
) ∧ t))2] → 0, n→ ∞

であるので

0 = E[Z1(t)
2] = E[

d∑
k=1

∫ t

0

Yk(s)
2ds]

となる。よって、 Yk(t) = 0, k = 1, . . . , d, がわかる。これより

Z0(t) =

∫ t

0

Y0(s) = 0, t ∈ [0,∞)

がわかり Y0(t) = 0, t ∈ [0,∞), がわかる。

定義 6.1.3 Ib は以下の条件を満たすX : [0,∞)× Ω → R の全体の集合とする。

Yk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d, および F0-可測な確率変数 ξ で supω∈Ω |ξ(ω)| <∞ となるものが存在して、

X(t) = ξ +

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞)

を満たす。

命題 6.1.2 よりX ∈ Ib に対して

X(t) = ξ +
d∑

k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞)

と表わされる Yk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d, および F0-可測な確率変数 ξ は一意に決まる。

演習問題 12 Ib はベクトル空間であることを示せ。

定義 6.1.4 X ∈ Ib および Z ∈ X∞
c に対して Z •X : [0,∞)× Ω → R を

(Z •X)(t) =
d∑

k=1

((ZYk) •Bk)(t) +

∫ t

0

Z(s)Y0(s)ds, t ∈ [0,∞)

で定める。ただし Yk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d, であり、

X(t) = X(0) +
d∑

k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞)

である。明らかに、Z •X ∈ Ib となる。
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以後、B0 : [0,∞)× Ω → R を B0(t) = t, t ∈ [0,∞), で定める。B0(t) =
∫ t

0
1ds, t ∈ [0,∞), であるので

B0 ∈ Ib であり

(Z •B0)(t) =

∫ t

0

Z(s)ds, t ∈ [0,∞)

となる。よって、X ∈ Ib に対して

X(t) = X(0) +

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞)

は

X(t) = X(0) +

d∑
k=0

(Yk •Bk)(t)

と表わすことができる。

定義 6.1.5 L∞
0 を以下で定める。

L∞
0 = {f ∈ L2

0; sup
t∈[0,∞),ω∈Ω

|f(t, ω)| <∞}.

明らかに L∞
0 はベクトル空間となる。

f ∈ L∞
0 とする。この時 n ≧ 1, 0 = t0 < · · · < tn < tn+1 = ∞ および確率変数 ξk, k = 0, 1, . . . , n, で ξk,

k = 0, 1, . . . , n, は Ftk -可測で supω∈Ω |ξk(ω)| <∞ であり

f(t) =
n+1∑
k=1

ξk−11[tk−1,tk)(t), t ∈ [0,∞)

となるものが存在する。

X ∈ Ib に対して

I(f,X)(t) =

n+1∑
k=1

ξk−1(X(tk ∧ t)−X(tk−1 ∧ t)), t ∈ [0,∞)

とおく。I(f,X) ∈ Xc であり、

I(f,X)(t) = lim
n→∞

n2n∑
k=1

f(
k − 1

2n
)(X((

k

2n
) ∧ t)−X((

k − 1

2n
) ∧ t)), t ∈ [0,∞)

となるので I(f,X) は f の表現によらず一意に定まる。また、k = 1, . . . , d に対して I(f,Bk) = Ik(f) で

あり、

I(f,B0)(t) =

∫ t

0

f(s)ds t ∈ [0,∞)

であることがわかる。

Z ∈ X∞
c に対して fZ,n ∈ L∞

0 である。ただし、

fZ,n(t) =

n2n∑
k=1

f(
k − 1

2n
)1[(k−1)2−n,k2−n)(t) t ∈ [0,∞)

であった。

命題 6.1.6 X ∈ Ib, Z ∈ X∞
c ならば

E[((Z •X)(t)− I(fZ,n, X)(t))2] → 0, n→ ∞, t ∈ [0,∞).
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48 第 6章 伊藤の公式

証明．C = supt∈[0,∞),ω∈Ω |Z(t, ω)| <∞ とおく。

Yk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d, であり、

X(t) = X(0) +
d∑

k=0

(Yk •Bk)(t) t ∈ [0,∞)

とする。この時

(Z •X)(t) =
d∑

k=0

((ZYk) •Bk)(t)

であるので、各 k = 0, 1, . . . , d に対して

E[(((ZYk) •Bk)(t)− I(fZ,n, Yk •Bk)(t))2] → 0, n→ ∞ (6.1)

を示せばよい。

場合 1. k = 1, . . . , d の場合。

(m− 1)2−n ≦ s < t ≦ m2−n, m = 1, . . . , n2n, に対して

I(fZ,n, Yk •Bk)(t)− I(fZ,n, Yk •Bk)(s) = Z(
m− 1

2n
)((Yk •Bk)(t)− (Yk •Bk)(s))

であり

E[I(fZ,n, Yk •Bk)(t)− I(fZ,n, Yk •Bk)(s)|Fs] = Z(
m− 1

2n
)E[(Yk •Bk)(t)− (Yk •Bk)(s)|Fs] = 0

となるので、I(fZ,n, Yk •Bk) ∈ M2
c であることが容易にわかる。

また、ZYk ∈ X∞
c であるので

E[(((ZYk) •Bk)(t)− Ik(fZYk
)(t))2] → 0, n→ ∞

である。

Mn(t) = I(fZ,n, Yk •Bk)(t)− Ik(fZYk
)(t),

Nn(t) = (Yk •Bk)(t)− Ik(fYk
)(t)

とおくと

E[Mn(t)
2] =

n2n∑
m=1

E[(Mn(m2−n ∧ t)−Mn((m− 1)2−n ∧ t)2]

であり、

Mn(m2−n ∧ t)−Mn((m− 1)2−n ∧ t)

= (I(fZ,n, Yk•Bk)(m2−n∧t)−Ik(fZYk
)(m2−n∧t))−(I(fZ,n, Yk•Bk)((m−1)2−n∧t)−Ik(fZYk

)((m−1)2−n∧t))

= Z((m− 1)2−n)((Yk •Bk)(m2−n ∧ t)− (Yk •Bk)((m− 1)2−n ∧ t))

−Z((m− 1)2−n)Yk((m− 1)2−n)(Bk(m2−n ∧ t))−Bk((m− 1)2−n ∧ t)))

= Z((m− 1)2−n)(Nn(m2−n ∧ t))−Nn((m− 1)2−n ∧ t))

となる。よって、

|Mn(m2−n ∧ t)−Mn((m− 1)2−n ∧ t)|2 ≦ C2(Nn(m2−n ∧ t))−Nn((m− 1)2−n ∧ t))2

であるので

E[Mn(t)
2] ≦ C2

n2n∑
m=1

E[(Nn(m2−n ∧ t)−Nn((m− 1)2−n ∧ t)2]
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= C2E[Nn(t)
2] = C2E[((Yk •Bk)(t)− Ik(fYk

)(t))2] → 0, n→ ∞

を得る。これより 式 (6.1) がわかる。

場合２．k = 0 の場合。

E[(((ZY0) •B0)(t)− I(fZ,n, Y0 •B0)(t))2] = E[(

∫ t

0

fZY0,n(s)ds−
∫ t

0

fZ,n(s)Y0(s)ds)
2]

= E[

∫ t

0

fZ,n(s)fY0,n(s)ds−
∫ t

0

fZ,n(s)Y0(s)ds)
2] ≦ C2E[(

∫ t

0

(fY0,n(s)− Y0(s))ds)
2]

であるので、式 (6.1) は容易に示される。

これらにより主張を得る。

6.2 二次変分

定義 6.2.1 X, X̃ ∈ Ib に対して ⟨X, X̃⟩ ∈ Xc を

⟨X, X̃⟩(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

Yk(s)Ỹk(s)ds, t ∈ [0,∞)

により定める。ただし、Yk, Ỹk ∈ X∞
c , k = 0, 1, . . . , d,

X(t) = X(0) +

d∑
k=0

(Yk •Bk)(t),

X̃(t) = X̃(0) +

d∑
k=0

(Ỹk •Bk)(t)

である。明らかに、⟨X, X̃⟩ ∈ Ib である。

命題 6.2.2 X,Y ∈ Ib, Z ∈ X∞
c に対して

E[(
∞∑

m=1

Z(
m− 1

2n
)(X((

m

2n
)∧t)−X((

m− 1

2n
)∧t))(Y ((

m

2n
)∧t)−Y ((

m− 1

2n
)∧t))−(Z•⟨X,Y ⟩)(t))2] → 0, n→ ∞,

t ∈ [0,∞), が成立する。

証明．

In(X,Y )(t) =
∞∑

m=1

Z(
m− 1

2n
)(X((

m

2n
) ∧ t)−X((

m− 1

2n
) ∧ t))(Y ((

m

2n
) ∧ t)− Y ((

m− 1

2n
) ∧ t))

とおく。In(X,Y )(t)− (Z • ⟨X,Y ⟩)(t) はX,Y について双線形である。よって、X = X̃ •Bk, Y = Ỹ •Bℓ,

X̃, Ỹ ∈ X∞
c , k, ℓ = 0, 1, . . . , d, の時に示せばよい。

M = sup
t∈[0,∞),ω∈Ω

(|X̃(t, ω)|+ |Ỹ (t, ω)|+ |Z(t, ω)|) <∞

とおく。

場合１． k = 0 の場合。

|In(X,Y )| ≦M
∞∑

m=1

|
∫ m2−n∧t

(m−1)2−n∧t

X̃(s)ds||Y (m2−n ∧ t)− Y ((m− 1)2−n ∧ t)|
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≦M2
∞∑

m=1

|(m2−n ∧ t)− ((m− 1)2−n ∧ t)) sup
k≧1

|Y (k2−n ∧ t)− Y ((k − 1)2−n ∧ t)|

≦M2t sup
s,r∈[0,t],|s−r|≦2−n

|Y (s)− Y (r)|

より

|In(X,Y )(t)| → 0, n→ ∞

がわかる。また、

|In(X,Y )|2 ≦ 4M4t2 sup
s∈[0,t]

|Y (s)|2

であり、

E[ sup
s∈[0,t]

|Y (s)|2] <∞

であるので、

E[|In(X,Y )|2] → 0, n→ ∞

がわかり主張を得る。

場合２． ℓ = 0 の場合。場合１と同様。

場合３． k, ℓ = 1, . . . , d, の場合。

M(t) = X(t)Y (t) = (X̃ •Bk)(t)(Ỹ •Bℓ)(t)− δkℓ

∫ t

0

X̃(s)Ỹ (s)ds

とおくと、M は連続マルチンゲールであり、命題 5.2.6 より

E[M(t)2] ≦ 2E[(X̃ •Bk)(t)2(Ỹ •Bℓ)(t)2] + 2E[|
∫ t

0

X̃(s)Ỹ (s)ds|2]

≦ 2E[(X̃ •Bk)(t)4]1/2E[(Ỹ •Bℓ)(t)4]1/2 + 2t2M4 <∞

であるので M ∈ M2
c がわかる。また X,Y ∈ M2

c である。

よって、 t > s ≧ 0 に対して

0 = E[M(t)−M(s)|Fs] = E[X(t)Y (t)−X(s)Y (s)|Fs]− δkℓE[

∫ t

s

X̃(r)Ỹ (r)dr|Fs]

= E[(X(t)−X(s))(Y (t)− Y (s))− (⟨X,Y ⟩(t)− ⟨X,Y ⟩(s))|Fs]

となる。

Jn(t) = In(X,Y )(t)−
∞∑

m=1

Z(
(m− 1)

2n
)(⟨X,Y ⟩((m

2n
) ∧ t)− ⟨X,Y ⟩((m− 1

2n
) ∧ t))

とおくと

Jn(t) =
∞∑

m=1

Z(
m− 1

2n
)∆n,m(t).

ただし、

∆n,m(t)

= (X((
m

2n
)∧t)−X((

m− 1

2n
)∧t))(Y ((

m

2n
)∧t)−Y ((

m− 1

2n
)∧t))−((⟨X,Y ⟩((m

2n
)∧t)−⟨X,Y ⟩((m− 1

2n
)∧t)),

k = 1, . . . , である。∆n,k(t) は Fk2−n-可測であり、E[∆n,k(t)|F(k−1)2−n ] = 0 となる。よって

E[J(t)2] = E[
∞∑

m=1

Z(
m− 1

2n
)2∆n,m(t)2 + 2

∑
1≦m<r<∞

Z(
m− 1

2n
)∆n,m(t)Z(

r − 1

2n
)∆n,r(t)]
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=

∞∑
m=1

E[Z(
m− 1

2n
)2∆n,m(t)2] + 2

∑
1≦m<r<∞

E[Z(
m− 1

2n
)∆n,m(t)Z(

r − 1

2n
)E[∆n,r(t)|F(r−1)2−n ]]

≦M2
∞∑

m=1

E[∆n,m(t)2]

となる。命題 5.2.6 より

E[∆n,m(t)2]

≦ 2E[(X((
m

2n
)∧ t)−X((

m− 1

2n
)∧ t))2(Y ((

m

2n
)∧ t)−Y ((

m− 1

2n
)∧ t))2]+ 2E[(

∫ m2−n∧t

(m−1)2−n∧t

X̃(s)Ỹ (s)ds)2]

≦ 2E[(X((
m

2n
)∧t)−X((

m− 1

2n
)∧t))4]1/2E[(Y ((

m

2n
)∧t)−Y ((

m− 1

2n
)∧t))4]1/2+2M4((m2−n∧t)−((m−1)2−n∧t))2

≦ C((m2−n ∧ t)− ((m− 1)2−n ∧ t))2

を得る。よって、

E[Jn(t)
2] ≦M2C

∞∑
m=1

((m2−n ∧ t)− ((m− 1)2−n ∧ t))2

≦M2Ct2−n → 0, n→ ∞

を得る。よって、命題 6.1.6 より

E[(In(X,Y )(t)− (Z • ⟨X,Y ⟩)(t))2]

≦ 2E[Jn(t)
2]+2E[(

∞∑
m=1

Z(
n− 1

2n
)((⟨X,Y ⟩((m

2n
)∧t)−⟨X,Y ⟩((m− 1

2n
)∧t))−(Z•⟨X,Y ⟩)(t))2] → 0, n→ ∞

がわかり、主張を得る。

命題 6.2.3 X ∈ Ib ならば

E[
∞∑

m=1

|X((
m

2n
) ∧ t)−X((

m− 1

2n
) ∧ t)|3] → 0, n→ ∞, t ∈ [0,∞)

が成り立つ。

証明．X = X̃ •Bk, k = 0, 1, . . . , d, X̃ ∈ X∞
c の時示せばよい。M = supt,ω |X̃(t, ω)| <∞ とおく。

場合１． k = 0 の場合。

|X((
m

2n
)∧ t)−X((

m− 1

2n
)∧ t)|3 ≦M3|((m

2n
)∧ t)− ((

m− 1

2n
)∧ t)|3 ≦M32−n(((

m

2n
)∧ t)− ((

m− 1

2n
)∧ t))

であることからわかる。

場合２．k = 1, . . . , d の場合。

非負値確率変数 Y に対して

E[Y 3] = E[Y 2Y ] ≦ E[Y 4]1/2E[Y 21]1/2 ≦ E[Y 4]1/2E[Y 4]1/4E[1]1/4 = E[Y 4]3/4

に注意。よって

E[|X((
m

2n
) ∧ t)−X((

m− 1

2n
) ∧ t)|3] ≦ E[(|X̃ •Bk)((

m

2n
) ∧ t)− X̃ •Bk)((

m− 1

2n
) ∧ t)|4]3/4

≦ (C|((m
2n

) ∧ t)− ((
m− 1

2n
) ∧ t)|2)3/4 ≦ C3/42−n/4(((

m

2n
) ∧ t)− ((

m− 1

2n
) ∧ t))

となることからわかる。
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6.3 伊藤の公式

命題 6.3.1 N ≧ 1, f ∈ C3
b (R

N ) とする。則ち、f : RN → R は C3-級で

sup
x∈RN

|∂
|α|f

∂xα
(x)| <∞, α ∈ ZN

≧0, |α| ≦ 3

を満たす。さらに、 X1, . . . , XN ∈ Ib とする。この時 f(X1, . . . , XN ) ∈ Ib であり

f(X1(t), · · · , XN (t))

= f(X1(0), · · · , XN (0)) +
N∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(X(s))dXi(s) +

1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(X(s))d⟨Xi, Xj⟩(s)

が成立する。

証明．まず、

f(X1(t), · · · , XN (t))− f(X1(0), · · · , XN (0))

=
∞∑

m=1

(f(X1((m2−n) ∧ t), · · · , XN ((m2−n) ∧ t))− f(X1(((m− 1)2−n) ∧ t), · · · , XN (((m− 1)2−n) ∧ t)))

であることに注意。φ ∈ C3(R) に対して以下の Taylor の公式が成り立つ。

φ(t)− φ(0) =
2∑

k=1

tk

k!

dkφ

dtk
(0) +

∫ t

0

(t− s)2

2

d3φ

ds3
(s)ds.

よって

f(y⃗)− f(x⃗) = f(x⃗+ 1(y⃗ − x⃗))− f(x⃗+ 0(y⃗ − x⃗))

=
N∑
i=1

∂f

∂xi
(x⃗)(yi − xi) +

1

2

N∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x⃗)(yi − xi)(yj − xj) +R(y⃗, x⃗)

ただし、

R(y⃗, x⃗) =

∫ 1

0

(1− s)2

2

d3

ds3
f(x⃗+ s(y⃗ − x⃗))ds.

であり

|R(y⃗, x⃗)|

≦ sup
s∈[0,1]

N∑
i,j,k=1

| ∂3f

∂xi∂xj∂xk
(x⃗+ s(y⃗ − x⃗)(yi − xi)(yj − xj)(yk − xk)|

≦ C|x⃗− y⃗|3

となる。よって、

f(X1((m2−n) ∧ t), · · · , XN ((m2−n) ∧ t)− f(X1(((m− 1)2−n) ∧ t), · · · , XN (((m− 1)2−n) ∧ t)

=
N∑
i=1

Ii,n,m(t) +
1

2

N∑
i,j=1

Ĩij,n,m(t) +R(X⃗((m2−n) ∧ t), X⃗(((m− 1)2−n) ∧ t))

ただし

Ii,n,m =
∂f

∂xi
(X⃗(((m− 1)2−n) ∧ t)(Xi((m2−n) ∧ t)−Xi(((m− 1)2−n) ∧ t))

=
∂f

∂xi
(X⃗(((m− 1)2−n)(Xi((m2−n) ∧ t)−Xi(((m− 1)2−n) ∧ t)),
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Ĩij,n,m

=
∂2f

∂xi∂xj
(X⃗((m−1)2−n)(Xi((m2−n)∧t)−Xi(((m−1)2−n)∧t))(Xj((m2−n)∧t)−Xj(((m−1)2−n)∧t))

である。
∂f
∂xi (X⃗(·)) ∈ X∞

c , i = 1, . . . , N, ∂2f
∂xi∂xj (X⃗(·)) ∈ X∞

c , i, j = 1, . . . , N, であるので命題 6.1.6, 6.2.2, 6.2.3

より

E[(
∞∑

m=1

Ii,n,m −
∫ t

0

∂f

∂xi
(X⃗(s))dXi(s))

2] → 0, n→ ∞,

E[(
∞∑

m=1

Iij,n,m −
∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(X⃗(s))d⟨Xi, Xj⟩(s))2] → 0, n→ ∞,

E[(
∞∑

m=1

R(X⃗((m2−n) ∧ t), X⃗(((m− 1)2−n) ∧ t))2]

≦ 3NCE[
N∑
i=1

∞∑
m=1

|Xi((m2−n) ∧ t)−Xi(((m− 1)2−n) ∧ t)|3] → 0, n→ ∞

がわかるので主張を得る。

定理 6.3.2 N ≧ 1, f ∈ C2
b (R

N ) とする。さらに、 X1, . . . , XN ∈ Ib とする。この時 f(X1, . . . , XN ) inIb
であり

f(X1(t), · · · , XN (t))

= f(X1(0), · · · , XN (0)) +

N∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(X(s))dXi(s) +

1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(X(s))d⟨Xi, Xj⟩(s)

が成立する。

証明．g : (0,∞)×RN → R を

g(t, x) = (
1

2πt
)N/2 exp(−|x|2

2t
), t > 0, x ∈ RN

とおくと ∫
RN

g(t, x)dx = 1, t > 0

となる。fn : RN → R, n ≧ 1, を

fn(x) =

∫
RN

g(
1

n
, x− y)f(y)dy, x ∈ RN ,

で定めると fn ∈ C3
b (R

N ), n→ ∞, であり α ∈ ZN
≧0
, |α| ≦ 2, に対して

sup
x∈RN ,n≧1

|∂
|α|fn
∂xα

(x)| <∞, α ∈ ZN
≧0, |α| ≦ 2,

sup
x∈RN

|∂
|α|fn
∂xα

(x)− ∂|α|f

∂xα
(x)| → 0, n→ ∞, α ∈ ZN

≧0, |α| ≦ 1,

sup
x∈RN ,|x|≦R

|∂
|α|fn
∂xα

(x)− ∂|α|f

∂xα
(x)| → 0, n→ ∞, R > 0, α ∈ ZN

≧0, |α| = 2,

が成立する。命題 6.3.1 より

fn(X1(t), · · · , XN (t))
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= fn(X1(0), · · · , XN (0)) +
N∑
i=1

∫ t

0

∂fn
∂xi

(X(s))dXi(s)

+
1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

∂2fｎ
∂xi∂xj

(X(s))d⟨Xi, Xj⟩(s)

であるので n→ ∞ とすれば主張を得る。

演習問題 13 上記証明の最後の部分をチェックせよ。

命題 6.3.3 f ∈ C2
b (R) とする。この時、

E[(

∞∑
m=1

f(B1((m− 1)2−n))(B1((m2−n) ∧ t)−B1(((m− 1)2−n) ∧ t))−
∫ t

0

f(B1(s))dB1(s))
2] → 0,

n→ ∞,

E[(
∞∑

m=1

f(B1(m2−n))(B1((m2−n)∧t)−B1(((m−1)2−n)∧t))−(

∫ t

0

f(B1(s))dB1(s)+

∫ t

0

f ′(B1(s)ds))
2] → 0,

n→ ∞ が成立する。

証明．前半は命題 6.1.6 より明らか。X(t) = f(B1(t)) とおくと、定理 6.3.2 よりX ∈ Ib となり、

X(t) = f(B1(0)) +

∫ t

0

f ′(B1(s))dB1(s) +
1

2

∫ t

0

f ′′(B1(s))ds

より

⟨X,B1⟩(t) =
∫ t

0

f ′(B1(s))ds, t ∈ [0,∞)

がわかる。
∞∑

m=1

f(B1(m2−n))(B1((m2−n) ∧ t)−B1(((m− 1)2−n) ∧ t))

=
∞∑

m=1

f(B1((m− 1)2−n))(B1((m2−n) ∧ t)−B1(((m− 1)2−n) ∧ t))

+

∞∑
m=1

(X((m2−n) ∧ t)−X(((m− 1)2−n) ∧ t))(B1((m2−n) ∧ t)−B1(((m− 1)2−n) ∧ t))

であることに注意すると、命題 6.1.6, 6.2.2 より主張を得る。
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(Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) を標準的条件を満たすフィルター付き確率空間とし、B : [0,∞) × Ω → Rd を d-

次元 {Ft}t∈[0,∞) ブラウン運動とする。

7.1 確率微分方程式との関係

N ≧ 1, σk : RN → RN , k = 0, 1, . . . , d, は連続関数で以下の条件を満たすとする。

（条件）C ∈ (0,∞) が存在して

(i) |σk(x)− σk(y)| ≦ C|x− y|, x, y ∈ RN , k = 1, . . . , d,

(ii) |σk(x)| ≦ C, x ∈ RN , k = 1, . . . , d.

今、任意の x ∈ RN に対して確率微分方程式

dX(t) =

d∑
k=1

σk(X(t))dBk(t) + σ0(X(t))dt

X(0) = x

の解は命題 5.3.2 よりただ一つ存在する。これを Xx(t) で表すことにする。

Xx,i(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

σk(X(s))dBk(s) +

∫ t

0

σ0(X(s))ds

であるので、Xx,i ∈ Ib となる。f ∈ C2
b (R

N ) に対して伊藤の公式より

f(Xx(t))

= f(Xx(0)) +
N∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xx(s))dXx,i(s)

+
1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xx(s))d⟨Xx,i, Xx,j⟩(s)

ある。

aij(x) =
d∑

k=1

σi
k(x)σ

j
k(x), x ∈ RN

とおくと

⟨Xx,i, Xx,j⟩(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

σi
k(X

x(s))σj
k(X

x(s))ds =

∫ t

0

aij(Xx(s))ds

となる。２階の偏微分作用素 L を

L =
1

2

N∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

σi
0(x)

∂

∂xi
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で定めると

f(Xx(t)) = f(x) +Mf,x(t) +

∫ t

0

(Lf)(Xx(s))ds,

ただし

Mf,x(t) =
N∑
i=1

d∑
k=1

∫ t

0

σi
k(X

x(s))
∂f

∂xi
(Xx(s))dBk(s)

を得る。Mf,x ∈ M2
c であるので、

E[f(Xx(t))] = f(x) +

∫ t

0

E[(Lf)(Xx(s))]ds

となることがわかる。特に
∂

∂t
E[f(Xx(t))] = E[(Lf)(Xx(t))]

を得る。これをコルモゴロフの後退方程式と呼ぶ。

命題 7.1.1 (最大値原理) D を RN の有界な開集合とし、x ∈ D とする。

(1) τx = inf{t > 0; Xx(t) ∈ RN \D} とおくと、τx は停止時刻である。
(2) P (τx <∞) = 1 とする。u ∈ C2

b (R
N ) でありD 上で Lu ≧ 0 ならば

u(x) ≦ max{u(y); y ∈ ∂D}

ただし ∂D は D の境界。

証明．(1) d(y) = inf{|y − z|; z ∈ RN \D}. y ∈ RN , とおくと d : RN → [0,∞) は連続であり、d(y) = 0

となることと y ∈ RN \D は同値となる。

演習問題 14 上記のことを証明せよ。

τx = inf{t > 0; d(Xx(t)) = 0} となることより τx が停止時刻であることがわかる。

(2)

u(Xx(t))− u(x) =Mu,x(t) +

∫ t

0

Lu(Xx(s))ds

であるので

u(Xx(t ∧ τx))− u(x) =Mu,x(t ∧ τx) +
∫ t∧τx

0

Lu(Xx(s))ds ≧Mu,x(t ∧ τx)

となる。Mu,x ∈ M2
c であるので、E[Mu,x(t ∧ τx)] = 0 を得る。よって、

u(x) ≦ E[u(Xx(t ∧ τx))]

仮定より確率 1 で u(Xx(t ∧ τx)) → u(τx), t→ ∞, であるので有界収束定理より

u(x) ≦ E[u(Xx(τx))]

がわかる。

τx(ω) <∞ ならばXx(τx) ∈ ∂D であるので u(Xx(τx)) ≦ max{u(y); y ∈ ∂D}.
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7.2 ブラウン運動の性質

命題 7.2.1 x ∈ Rd, f ∈ C2
b (R

1+d) とする。この時、

f(t, x+B(t)) = f(0, x) +M(t) +A(t), t ∈ [0,∞).

ここで

M(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

∂f

∂xk
(s, x+B(s))dBk(s),

A(t) =

∫ t

0

(
∂f

∂t
(s, x+B(s)) +

1

2
(△f)(s, x+B(s)))ds

である。

証明．X0(t) = t, Xk(t) = xk +Bk(t), k = 1, . . . , d, t ∈ [0,∞), とする。この時、

⟨Xk, Xℓ⟩(t) =

{
t, k = ℓ, k = 1, . . . , d, の時,

0, それ以外の時 ,

であるので、伊藤の公式より

f(t, x+B(t)) = f(0, x) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s, x+B(s))ds+

d∑
k=1

∫ t

0

∂f

∂xk
(s, x+B(s))dBk(s)

+
1

2

d∑
k=1

∫ t

0

∂2f

∂xk∂xk
(s, x+X(s))ds

を得る。これよりわかる。

命題 7.2.2 a > 0 とし

σa = inf{t > 0; B1(t) = a}

とおく。この時 σa : Ω → [0,∞] は停止時刻である。さらに P (σa <∞) = 1, であり、

E[exp(−λσa)] = exp(−
√
2λa), λ > 0

が成り立つ。

証明．σa : Ω → [0,∞] が停止時刻であることは、容易にわかる。

exp(−λt+
√
2λx1) ≦ exp(＋λ+

√
2λ(a+ 1)), t ≧ −1, x1 ≦ a+ 1, であるので f ∈ C2

b (R
1+d) で

f(t, x1) = exp(−λt+
√
2λx1) t ≧ −1/2, x1 ≦ a+ 1/2

となるものが存在する。

∂f

∂t
(t, x) +

1

2
(△f)(t, x) = 0 t > −1/2, x1 < a+ 1/2

が成り立つことに注意。

f(t, B(t)) = f(0, 0) +M(t) +A(t), t ∈ [0,∞).

M(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

∂f

∂xk
(s,B(s))dBk(s),
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A(t) =

∫ t

0

(
∂f

∂t
(s,B(s)) +

1

2
(△f)(s,B(s)))ds

である。

Aσa(t) =

∫ t∧σa

0

(
∂f

∂t
(s+ x+B(s)) +

1

2
(△f)(s, x+B(s)))ds = 0

に注意。M ∈ M2
c であるので、M

σa ∈ M2
c であるので

E[f(t ∧ σa, B(t ∧ σa))] = f(0, 0) = 1

すなわち

E[exp(−λ(t ∧ σa) +
√
2λB1(t ∧ σa))] = 1

となる。λ > 0 に対して

exp(−λ(t ∧ σa) +
√
2λB1(t ∧ σa)) ≦ exp(

√
2λa)

であり、

exp(−λ(t ∧ σa) +
√
2λB1(t ∧ σa)) → 1{σa<∞} exp(−λσa +

√
2λa), t→ ∞,

であるので

E[exp(−λ(t ∧ σa) +
√
2λB1(t ∧ σa))] → E[1{σa<∞} exp(−λσa +

√
2λa)], t→ ∞

となる。よって

E[exp(−λσa +
√
2λa), σa <∞] = 1

を得る。則ち、

E[exp(−λσa), σa <∞] = exp(−
√
2λa), λ > 0.

また、

E[exp(−λσa +
√
2λa), σa <∞] → P (σa <∞), λ ↓ 0

であるので P (σa <∞) = 1 がわかる。

（注意） E[σa] = ∞.

d ≧ 1 に対して hd : (0,∞) → R を

hr(s) =


s, d = 1 の時

log s, d = 2 の時

s−(d−1), d ≧ 3 の時

で定める。この時，fd : (Rd \ {0}) → R を fd(x) = hd(|x|)), x ∈ Rd \ {0}, で定めると

(△fd)(x) = 0, x ∈ Rd \ {0}

となることに注意。

命題 7.2.3 x0 ∈ Rd, x0 ̸= 0 とし、r ≧ 0 に対して

τr = inf{t > 0; |x0 +B(t)| = r}
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とおく。この時、τr は停止時刻となる。更に、以下が成立する。

(1) R > |x0| > r > 0 ならば

P (τr < τR) =
hd(|x0|)− hd(R)

hd(r)− hd(R)

P (τr > τR) =
hd(r)− hd(|x0|)
hd(r)− hd(R)

(2) d = 1, 2 ならば r ∈ (0, |x0|) に対して

P (τr <∞) = 1.

(3) d ≧ 3 ならば r ∈ (0, |x0|) に対して

P (τr <∞) =
hd(|x0|)
hd(r)

= (
|x0|
r

)d−1.

(4) d ≧ 2 ならば

P (τ0 <∞) = 0.

証明．(1) R > |x0| > r とする。この時、 f ∈ C2
b (R) で

f(x) = fd(x), r/2 < |x| < 2R

となるものが存在する。この時

f(x0 +B(t)) = f(x0) +M(t) +A(t)

M(t) =
d∑

k=1

∫ t

0

∂f

∂xk
(x0 +B(s))dBk(s),

A(t) =
1

2

∫ t

0

(△f)(x0 +B(s)))ds

となる。M ∈ M2
c であるのでMτr∧τR ∈ M2

c . また、

Aτr∧τR(t) =
1

2

∫ t∧τr∧τR

0

(△f)(x0 +B(s)))ds = 0

よって

E[fd(x0 +B(t ∧ τr ∧ τR))] = fd(x0) = hd(|x0|)

前命題より P (τR <∞) = 1. よって

E[fd(x0 +B(t ∧ τr ∧ τR))] = E[fd(x0 +B(t ∧ τr ∧ τR)), τr < τR] + E[fd(x0 +B(t ∧ τr ∧ τR)), τr > τR]

→ hd(r)P (τr < τR) + hd(R)P (τr > τR), t→ ∞

であるので

hd(r)P (τr < τR) + hd(R)P (τr > τR) = h(|x0|).

また、

P (τr < τR) + P (τr > τR) = 1

であるので、主張を得る。

(2) d = 1, 2 ならば hd(R) → ∞, R→ ∞. また、τR → ∞, R→ ∞, であるので

P (τr <∞) = lim
R→∞

P (τr < τR) = 1
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となる。

(3) d ≧ 3 ならば hd(R) → 0, R→ ∞. よって

P (τr <∞) = lim
R→∞

P (τr < τR) =
hd(|x0|)
hd(r)

となり主張を得る。

(4) d ≧ 2 ならば |hd(r)| → ∞, r ↓ 0. よって

P (τ0 < τR) = lim
r↓0

P (τr < τR) = 0.

よって

P (τ0 <∞) = lim
R→∞

P (τ0 < τR) = 0.

命題 7.2.4 (劣調和関数に対する最大値原理) D を Rd の有界な開集合とし、x ∈ D とする。u ∈ C2
b (R

N )

でありD 上で △u ≧ 0 ならば

u(x) ≦ max{u(y); y ∈ ∂D}.

ただし ∂D は D の境界。

証明．

P (inf{t > 0; x+B(t) ∈ Dc} <∞) = 1

であるので命題 7.1.1 よりわかる。

命題 7.1.1 における条件 P (τx < ∞) = 1 をどのようにチェックするかが問題となるが、これに関係した

結果として Stroock-Varadhan のサポート定理がある。
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B(t), t ≧ 0, を一次元ブラウン運動とし、f ∈ C2(R) とすると伊藤の公式を拡大解釈するならば

f(B(t)) = f(0) +

∫ t

0

f ′(B(s))dB(s) +
1

2

∫ t

0

f ′′(B(s))ds

が成り立ってもよいように思う。しかし、ここには以下のような問題がある。まず、

M(t) =

∫ t

0

f ′(B(s))dB(s)

はマルチンゲールであるかという問題である。例えば、定理 5.2.2 の類推より

E[M(t)2] = E[

∫ t

0

f ′(B(s))2ds]

が成立すると仮定すると f(x) = exp(x4) の時、 E[M(t)2] = ∞, t > 0, となるのでM(t) の可積分性は怪

しくなる。

上記の式を正当化することが、この章の目的である。

8.1 局所連続マルチンゲール

以下では (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) は標準条件を満たすフィルター付き確率空間とする。

定義 8.1.1 {τn}∞n=1 が停止時刻の増大列とは以下が成立すること

(1) τn, n ≧ 1, は停止時刻。

(2) すべての n ≧ 1, ω ∈ Ω に対して τn+1(ω) ≧ τn(ω) が成立する。

(3) すべての ω ∈ Ω に対して τn(ω) → ∞, n→ ∞, が成立する。

定義 8.1.2 M : [0,∞)× Ω → R が局所連続マルチンゲールであるとは以下が成立すること

(1) M ∈ Xc

(2) 停止時刻の増大列 {τn}∞n=1 が存在して

Mτn −M(0) ∈ M2
c , n = 1, 2, . . .

が成立する。

命題 8.1.3 {τn}∞n=1 は停止時刻の増大列、Xn ∈ Xc, n = 1, 2, . . . , とする。任意の n ≧ 1 に対して

Xτn
n+1(t) = Xτn

n (t) a.s. t ∈ [0,∞)

が成立するならばX ∈ Xc で

Xτn(t) = Xτn
n (t) a.s. t ∈ [0,∞)

となるものが（ただ一つ）存在する。
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証明．Ω0 ∈ F を

Ω0 =
∩

r∈Q, r>0

∞∩
n=1

{Xτn
n+1(r) = Xτn

n (r)}

とおくと P (Ω0) = 1 であるので、Ω0 ∈ F0 となる。ω ∈ Ω0 ならば

.Xτn
n+1(t, ω) = Xτn

n (t, ω), t ∈ [0,∞), n ≧ 1

であるので n ≧ m ≧ 1 ならば

Xτm
n (t, ω) = Xτm

m (t, ω), t ∈ [0,∞)

となる。よって、ω ∈ Ω0, t ≦ τm(ω) ならば

Xn(t, ω) = Xm(t, ω), n ≧ m

となる。よって X : [0,∞)× Ω → R を

X(t, ω) =

{
limn→∞Xn(t, ω), ω ∈ Ω0 の時

0, ω ̸∈ Ω0 の時

とおくと

.Xτn(t, ω) = Xτn
n (t, ω), ω ∈ Ω0, t ∈ [0,∞)

であり、X ∈ Xc であることがわかる。

8.2 確率積分の拡張

以下では B : [0,∞)× Ω → Rd を d-次元 {Ft}t∈[0,∞)-ブラウン運動とする。

X ∈ Xc に対して τXn : Ω → [0,∞] を

τXn (ω) = inf{t ≧ 0; |X(t, ω)| > n}

とおく。

{τXn < t} =
∩

r∈Q, r∈[0,t)

{|X(r)| > n}

であるので {τXn }∞n=1 は停止時刻の増大列である。

1{τX
n >0}X

τX
n (t, ω) =

{
XτX

n (t, ω), τXn (ω) > 0 の時 ,

0, τXn (ω) = 0 の時

であるので

Yn = 1{τX
n >0}X

τX
n

とおくと |Yn(t, ω)| ≦ nであるので Yn ∈ X∞
c となることがわかる。よって k = 1, . . . , d,に対して Yn •Bk ∈

M2
c が定義できる。命題 5.2.5 より

(Yn+1 •Bk)τ
X
n = ((1{τX

n >0}Y
τX
n

n+1) •Bk)τ
X
n = ((1{τX

n >0}Y
τX
n

n ) •Bk)τ
X
n = (Yn •Bk)τ

X
n

がわかるので命題 8.1.3 より Zk ∈ Xc で

Z
τX
n

k = (Yn •Bk)τ
X
n , n ≧ 1

となるものが存在する。これを X •Bk で表すことにする。

前と同じ記号を使うことは以下の命題により正当化できる。
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命題 8.2.1 X ∈ X 2
c ならば X •Bk の２つの定義は一致する。

証明．　第５章で挙げた定義による X •Bk を Uk で表すことにすると命題 5.2.5 より

U
τX
n

k = ((1{τX
n >0}X

τX
n ) •Bk)τ

X
n = (Yn •Bk)τ

X
n = Z

τX
n

k

となるので Uk = Zk であることがわかる。

命題 8.2.2 X ∈ Xc であり σ が停止時刻であれば

(X •Bk)σ = ((1{σ>0}X
σ) •Bk)σ

が成立する。

証明．Step 1. 1{σ>0}X
σ ∈ X 2

c の時に示す。

((X •Bk)σ)τ
X
n = ((X •Bk)τ

X
n )σ = ((1{τX

n >0}X
τX
n ) •Bk)τ

X
n )σ = ((1{τX

n >0}X
τX
n )σ •Bk)τ

X
n

= (((1{σ>0}1{τX
n >0}X

τX
n )σ •Bk)σ)τ

X
n = ((1{τX

n >0}((1{σ>0}X
σ)τ

X
n •Bk)σ)σ)τ

X
n = (((1{σ>0}X

σ)•Bk)σ)τ
X
n

となるので n→ ∞ とすれば主張を得る。

Step 2. 一般の時

X̃ = 1{σ>0}X
σ とおく。この時、1{τX

n >0}X̃
τX
n ∈ X 2

c である。よって、

(X̃ •Bk)τ
X
n = ((1{τX

n >0}X̃
τX
n ) •Bk)τ

X
n = ((1{τX

n ∧σ>0}X
τX
n ∧σ) •Bk)τ

X
n

= ((X •Bk)τ
X
n ∧σ)τ

X
n = ((X •Bk)σ)τ

X
n

となる。n→ ∞ とすることで主張を得る。

命題 8.2.3 X,Y ∈ Xc, a, b ∈ R に対して

(aX + bY ) •Bk = a(X •Bk) + b(Y •Bk), k = 1, . . . , d

が成立する。

証明. σn = τXn ∧ τYn , n = 1, 2 . . . , とおくと

((aX + bY ) •Bk)σn = ((a1{σn>0}X
σn + b1{σn>0}Y

σn) •Bk)σn

= a((1{σn>0}X
σn •Bk)σn + b(1{σn>0}Y

σn) •Bk)σn = a(X •Bk)σn + b(Y •Bk)σn

であるので n→ ∞ とすれば主張を得る。

命題 8.2.4 (1) X ∈ Xc, k = 1, . . . , d, ならばX •Bk は局所連続マルチンゲール。

(2) X,Y ∈ Xc, k, ℓ = 1, . . . , d, に対して

M(t) = (X •Bk)(t)(Y •Bℓ)(t)− δk,ℓ

∫ t

0

X(s)Y (s)ds t ∈ [0,∞)

は局所連続マルチンゲール。
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証明. (1) (X •Bk)τ
X
n = ((1{τX

n >0}X
τX
n ) •Bk)τ

X
n ∈ M2

c であるので主張を得る。

(2) ρn = inf{t ≧ 0; |M(t)| > n}, n = 1, 2, . . . , とおき、

σn = ρn ∧ τXn ∧ τYn , n = 1, 2, . . .

とおくと {σn}∞n=1 は増大する停止時刻の列であり

Mσn = (X •Bk)σn(t)(Y •Bℓ)σn − δk,ℓ

∫ t∧σn

0

X(s)Y (s)ds

となる。

Nn(t) = ((1{σn>0}X
σn •Bk)σn(t)((1{σn>0}Y

σn •Bℓ)σn(t)− δk,ℓ

∫ t

0

Xσn(s)Y σn(s)ds

とおくと、 N は連続マルチンゲールであり

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] <∞, T > 0

また、Mσn(t) = Nσn(t), t ≧ 0, であるので、Mσn は連続マルチンゲールであり、|Mσn(t)| ≦ n, t ≧ 0, と

なる。よって、Mσn ∈ M2
c となるので主張を得る。

命題 8.2.5 Xk ∈ Xc, k = 1, . . . , d, とし、M =
∑d

k=1Xk •Bk とおく。この時以下が成立する。

(1) M ∈ M2
c となる必要十分条件は

E[
d∑

k=1

∫ T

0

Xk(t)
2dt] <∞, T > 0

となること。

(2) M ∈ M2
c ならば

E[M(t)2] =

d∑
k=1

E[

∫ t

0

Xk(s)
2ds] <∞, t ∈ [0,∞)

証明．σn = min{τXk
n ; k = 1, . . . , d} とおくとMσn ∈ M2

c であり

Mσn(t) =
d∑

k=1

((1{σn>0}X
σn

k ) •Bk)σn(t)

となる。

Mn(t) =
d∑

k=1

((1{σn>0}X
σn

k ) •Bk)(t)

とおくと定理 5.2.2 より

Nn(t) =Mn(t)
2 −

d∑
k=1

∫ t

0

1{σn>0}X
σn

k (s)2ds

は連続マルチンゲールであり E[supt∈[0,T ] |Nn(t)|] <∞. よって E[Nσn(t)] = 0. 則ち

E[Mσn
n (T )2] =

d∑
k=1

E[

∫ t∧σn

0

1{σn>0}X
σn

k (s)2ds] =

d∑
k=1

E[

∫ t∧σn

0

Xk(s)
2ds].

よって Doob の不等式より

E[ sup
t∈[0,T ]

Mσn(t)2] = E[ sup
t∈[0,T ]

Mσn
n (t)2] ≦ 4E[Mσn

n (T )2]
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= 4

d∑
k=1

E[

∫ T∧σn

0

Xk(t)
2dt]. ≦ 4

d∑
k=1

E[

∫ T

0

Xk(t)
2dt].

n→ ∞ の時 supt∈0,T M
σn(t)2 ↑ supt∈[0,T ]M(t)2 となるので単調収束定理により

E[ sup
t∈[0,T ]

M(t)2] = lim
n→∞

E[ sup
t∈[0,T ]

Mσn(t)2] ≦ 4
d∑

k=1

E[

∫ T

0

Xk(t)
2dt].

　まず
∑d

k=1E[
∫ T

0
Xk(t)

2dt] <∞ と仮定する。この時、E[supt∈[0,T ]M(t)2] <∞ であることがわかる。
よって

E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|] ≦ E[ sup
t∈[0,T ]

|M(t)|2]1/2 <∞, T > 0.

従って有界収束定理より t > s ≧ 0, A ∈ Fs ならば

E[M(t), A] = lim
n→∞

E[Mσn(t), A] = lim
n→∞

E[Mσn(s), A] = E[M(s), A]

となるので M ∈ M2
c であることが示された。

　次に M ∈ M2
c とする。この時、Doob の不等式より

E[ sup
t∈[0,T ]

M(t)2] ≦ 4E[M(T )2] <∞, T > 0.

よって有界収束定理より

E[M(t)2] = lim
n→∞

E[Mσn(t)2] = lim
n→∞

E[Mσn
n (t)2]

= lim
n→∞

d∑
k=1

E[

∫ t∧σn

0

Xk(s)
2ds] =

d∑
k=1

E[

∫ t

0

Xk(s)
2ds].

となるので主張 (1),(2) を得る。

8.3 伊藤過程の拡張と伊藤の公式

定義 8.3.1 Ic は以下の条件を満たす X ∈ Xc の集合とする。

Yk ∈ Xc, k = 0, 1, . . . , d, 及び F0 可測確率変数 ξ が存在して

X(t) = ξ +

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞).

命題 8.3.2 X ∈ Ic に対して、増大する停止時刻の列 {σn}∞n=1 及び Xn ∈ Ib, n = 1, 2, . . . , が存在して

1{σn>0}X
σn = Xσn

n , n = 1, 2, . . . , が成立する。

証明．Yk ∈ Xc, k = 0, 1, . . . , d, 及び F0 可測確率変数 ξ が存在して

X(t) = ξ + (Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞).

であるとする。

σn = τXn ∧min{τYk
n ; k = 0, 1 . . . d}
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とおくと |1{σn>0}ξ| ≦ n であり

1{σn>0}X
σn(t) = 1{σn>0}(

d∑
k=1

((1{σn>0}Y
σn

k ) •Bk)σn(t) +

∫ t∧σn

0

Y0(s)ds)

であるので、

Xn = 1{σn>0}ξ +

d∑
k=1

((1{σn>0}Y
σn

k ) •Bk)(t) +

∫ t

0

Y σn
0 (s)ds t ∈ [0,∞)

とおけばよい。

定義 8.3.3 X ∈ Ic, Z ∈ c に対して Z •X ∈ Ic を

(Z •X)(t) = ((ZYk) •Bk)(t) +

∫ t

0

Z(s)Y0(s)ds, t ∈ [0,∞).

で定める。ただし ξ は F0 可測確率変数、Yk ∈ Xc, k = 0, 1, . . . , d, であり

X(t) = ξ +

d∑
k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞).

が成り立つものとする。

(Z •X)(t) は
∫ t

0
Z(s)dX(s) とも表される。

次の命題は明らかであろう。

命題 8.3.4 (1) X ∈ Ic, Y, Z ∈ c, a, b ∈ R に対して

(aY + bZ) •X = a(Y •X) + b(Z •X).

(2) X ∈ Ic, Y ∈ c とする。σ が停止時刻であれば

(Y •X)σ(t) = ((1{σ>0 Y
σ) •X)σ

となる。

命題 8.3.5 X, X̃ ∈ Ic, Z ∈ c, とする。σ が停止時刻であり

1{σ>0}X
σ = 1{σ>0}X̃

σ

ならば

(Y •X)σ = (Y • X̃)σ.

証明X − X̃ ∈ Ic であるので、F0-可測確率変数 ξ, Yk ∈ Xc, k = 0, 1, . . . , d, が存在して

X(t)− X̃(t) = ξ +
d∑

k=1

(Yk •Bk)(t) +

∫ t

0

Y0(s)ds, t ∈ [0,∞),

となる。この時、増大する停止時刻 {ρn}∞n=1 が存在して 1{ρn>0}Y
ρn

k ∈ X b
c となる。σn = ρn ∧ σ とおくと

1{σn>0}X
σn = 1{ρn>0}(1{σ>0}X

σ)ρn
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であるので 1{σn>0}X
σn = 1{σn>0}X̃

σn となる。この時、

Mn(t) =

d∑
k=1

(Y ρn

k •Bk)(t)

とおくとMn ∈ M2
c となる。

0 = 1{σn>0}X
σn − 1{σn>0}X̃

σn

= 1{σn>0}ξ + 1{σn>0}M
σn + 1{σn>0}

∫ t∧σn

0

Y0(s)ds

であるので 1{σn>0}ξ = 0 であることがわかる。1{σn>0}M
σ
n ∈ M2

c であり

E[(1{σn>0}M
σ
n (t))

2] =

d∑
k=1

E[(1{σn>0}

∫ t∧σn

0

Yk(s)
2ds]

=
d∑

k=1

2m∑
ℓ=1

E[(1{σ>0}M
σ
n (

ℓt

2m
)− 1{σ>0}M

σ
n (

(ℓ− 1)t

2m
)2]

であるので命題 6.1.2 の証明と同様に

1{σn>0}

∫ t∧σn

0

Y0(s)ds = 0

1{σn>0}

d∑
k=1

∫ t∧σn

0

Yk(s)
2ds = 0

t ∈ [0,∞) がわかり、

1{σn>0}Y
σn

k = 0, k = 0, 1, 2 . . . , d,

を得る。よって、

(Z •X)σn(t)− (Z • X̃)σn(t) =

d∑
k=1

(1{σn>0}Y
σn

k )σn(t) +

∫ σn

0

(1{σn>0}Y
σn
0 )σn(s)ds = 0

を得る。n→ ∞ とすることで主張を得る。

定義 8.3.6 X,Y ∈ Ic, Z ∈ Xc に対して ⟨X,Y ⟩ ∈ Ic を

⟨X,Y ⟩(t) =
d∑

k=1

Zk(s)Wk(s)ds,

で定める。ただし ξ, η は F0 可測確率変数、Zk,Wk ∈ Xc, k = 0, 1, . . . , d, であり

X(t) = ξ + (Zk •Bk)(t) +

∫ t

0

Z0(s)ds, t ∈ [0,∞).

Y (t) = η + (Wk •Bk)(t) +

∫ t

0

W0(s)ds, t ∈ [0,∞).

が成り立つものとする。

次の命題は明らかであろう。

命題 8.3.7 X1, X2, Y1, Y2 ∈ Ic, a1, a2, , b1, b2 ∈ R に対して ⟨X1, Y1⟩ = ⟨Y1, X1⟩ であり

⟨a1X1 + a2X2, b1Y1 + b2Y2⟩ = a1b1⟨X1, Y1⟩+ a2b1⟨X2, Y1⟩+ a1b2⟨X1, Y2⟩+ a2b2⟨X2, Y2⟩.
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定理 8.3.8 [伊藤の公式] N ≧ 1, X1, . . . , XN ∈ Ic であり f : RN → R は C2-級とする。この時、

f(X1(·), . . . , XN (·)) ∈ Ic であり
f(X1(t), . . . , XN (t))

＝ f(X1(0), . . . , XN (0))＋
N∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(X1(s), . . . , XN (s))dXi(s)

＋
1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(X1(s), . . . , XN (s))d⟨Xi, Xj⟩(s)

が成り立つ。

証明．各 i = 1, . . . , N に対して停止時刻の増大列 {σi,n}∞n=1, 及び Xi,n ∈ Ib
c が存在して

1{σi,n>0}X
σi,n

i = X
σi,n

i,n i = 1, . . . , N, n ≧ 1

となるものが存在する。

σn = min{σi,n ∧ τXi
n ; i = 1, . . . , N}, n ≧ 1

とおく。

任意の n ≧ 1 に対して fn ∈ C2
b (R

N ) で

fn(x1, . . . , xN ) = f(x1, . . . , xN ), x1, . . . , xn ∈ R, |xi| ≦ n+ 1, i = 1, . . . , N

となるものが存在する。この時、

Yn(t) = fn(X1,n(t), . . . , XN,n(t)), t ∈ [0,∞)

とおくと Yn ∈ Ib
c であり、

Yn(t)

＝ Yn(0)＋
N∑
i=1

Yn,i(t)＋
1

2

N∑
i,j=1

Yn,i,j(t)

となる。ただし

Yn,i(t) =

∫ t

0

∂fn
∂xi

(X1,n(s), . . . , XN,n(s))dXi,n(s),

Yn,i,j(t) =

∫ t

0

∂2fn
∂xi∂xj

(X1,n(s), . . . , XN,n(s))d⟨Xi,n, Xj,n⟩(s),

i, j = 1, . . . , N, である。今、

Yi(t) =

∫ t

0

∂f

∂xi
(X1(s), . . . , XN (s))dXi(s)

Yi,j(t) =

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(X1(s), . . . , XN (s))d⟨Xi, Xj⟩(s)

とおくと

1{σn>0}Y
σn
i

= (

∫ ·

0

1{σn>0}
∂f

∂xi
(Xσn

1 (s), . . . , Xσn

N (s))dXi(s))
σn

= (

∫ ·

0

1{σn>0}
∂fn
∂xi

(Xσn
1,n(s), . . . , X

σn

N,n(s))dXi,n(s))
σn

= 1{σn>0}Y
σn
n,i
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8.3. 伊藤過程の拡張と伊藤の公式 69

同様にして

1{σn>0}Y
σn
ij = 1{σn>0}Y

σn
n,i,j

を得る。よって、

1{σn>0}Y
σn

＝ 1{σn>0}Y
σn(0)＋

N∑
i=1

1{σn>0}Y
σn
i ＋

1

2

N∑
i,j=1

1{σn>0}Y
σn
i,j

を得る。n→ ∞ とすることで主張を得る。
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