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数理手法 III 講義資料 平成 30 (2018) 年度 寒野

凸関数とその最適性条件

関数 f : Rn → R が凸関数であるとは，任意の x, y ∈ Rn に対して不等式

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y), ∀λ ∈ [0, 1]

が成り立つことである．また，f が狭義凸関数であるとは，任意の x, y ∈ Rn に対して不等式

λf(x) + (1− λ)f(y) > f(λx+ (1− λ)y), ∀λ ∈ (0, 1)

が成り立つことである．

命題 1. 微分可能な関数 f : Rn → R が凸関数であるための必要十分条件は，任意の x, y ∈ Rn に対

して不等式

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x) (1)

が成り立つことである．

証明. まず，f が凸関数であることを仮定する．凸関数の定義より，任意の λ ∈ (0, 1) に対し
て不等式

λf(y)− λf(x) ≥ f(x+ λ(y − x))− f(x)

が成り立つ．この両辺を λ で割って，λ → +0 とすると

f(y)− f(x) ≥ f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ

→ ∇f(x)⊤(y − x) (λ → +0)

が得られる *1．
次に，(1) を仮定する．任意の x1, x2 ∈ Rn と任意の λ ∈ (0, 1) に対して x を

x = λx1 + (1− λ)x2 (2)

で定義する．このとき，(1) より

f(xi) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(xi − x), i = 1, 2 (3)

が成り立つ．(3) で i = 1 とおいた式を λ倍し，i = 2 とおいた式を (1− λ)倍して辺々加えると

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f(x) +∇f(x)⊤ [λx1 + (1− λ)x2 − x] = f(x) (4)

が得られる．(4) の右辺に (2) を代入すると

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f(λx1 + (1− λ)x2)

が得られるので，f は凸関数である．

*1f(x+ λ(y − x)) = f(x) + λ∇f(x)⊤(y − x) +O(λ2) より
f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
= ∇f(x)⊤(y − x) +O(λ) が成

り立つ．
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命題 2 (凸関数の最小化の最適性条件). f : Rn → R が微分可能な凸関数ならば，任意の停留解 x∗ は

f の大域的最小解である．

証明. ∇f(x∗) = 0 のとき，命題 1 より，任意の x ∈ Rn に対して不等式

f(x) ≥ f(x∗) +∇f(x∗)⊤(x− x∗) = f(x∗)

が成り立つ．

命題 3. 2回連続微分可能な（つまり，C2級の）関数 f : Rn → R が凸関数であるための必要十分条
件は，任意の点 x ∈ Rn において∇2f(x) が半正定値であることである．

証明. まず，f が凸関数であることを仮定する．任意の点 x ∈ Rn に対し，方向を表すベクト
ル d ∈ Rn と実数 ϵ > 0 を用いて点 x+ ϵd を定める．テイラー展開と命題 1 より

f(x+ ϵd) = f(x) + ϵ∇f(x)⊤ d+ ϵ2
1

2
d⊤ ∇2f(x)d+O(ϵ2)

≥ f(x) + ϵ∇f(x)⊤ d

が得られる．従って

ϵ2
1

2
d⊤ ∇2f(x)d+O(ϵ2) ≥ 0 (5)

が成り立つ．(5)の両辺を ϵ2 で割り ϵ → +0 とすると

d⊤ ∇2f(x)d ≥ 0 (6)

が得られる．任意の方向 d に対して (6) が成り立つので，∇2f(x) ⪰ 0 である．
次に，∇2f(x) ⪰ 0 (∀x ∈ Rn) を仮定する．テイラーの定理より，任意の x および d に対して

f(x+ d) = f(x) +∇f(x)⊤ d+
1

2
d⊤∇2 f(x+ θd)d

を満たす θ ∈ (0, 1) が存在する．∇2f(x+ θd) ⪰ 0 より d⊤∇2 f(x+ θd)d ≥ 0 であることを用い，
y = x+ d とおくと

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x)

が得られる．つまり，命題 1の条件 (1) が成り立つ．

（以上）
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