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数理手法 III 講義資料 平成 30 (2018) 年度 寒野

最急降下法の加速法

☆この資料は，期末試験の範囲外☆

1. 反復法の収束率
反復法が生成する点列 {xk} がある点 x̄ に収束するとき，その収束の速さを収束率とよび，次のよ

うに定義する．

ある定数 c ∈ (0, 1) と整数 k′ が存在して条件

∥xk+1 − x̄∥
∥xk − x̄∥

≤ c, ∀k ≥ k′

が成り立つとき，その反復法の収束率は 1次である（あるいは，その反復法は 1次収束する）という．

また，条件

lim
k→+∞

∥xk+1 − x̄∥
∥xk − x̄∥

= 0

が成り立つとき，収束率は超 1次であるという．さらに，ある定数 c > 0 と整数 k′ が存在して条件

∥xk − x̄∥2
≤ c, ∀ ≥ ′

が成り立つとき，収束率は 2次であるという．

超 1次収束や 2次収束は，速い収束である．これに比べて，1次収束は遅い（つまり，収束率が 1次

の反復法は，終了までに多くの反復回数を必要とする）ため，実用的とは言えない．

無制約最適化の解法としては，適当な仮定の下で，ニュートン法の収束率は 2次であることを示す

ことができる．また，準ニュートン法の収束率は超 1次である．これに対して，最急降下法の収束率

は 1次であり，解を得るまでに多くの反復を必要とするため，実用的とは言えない．そこで，以下で

述べるような改良が考えられており，大規模な問題（つまり，決定変数の数が多い問題）に対して特

に有用とされている．

2. 共役勾配法
正定値対称行列 A ∈ Rn×n を係数にもつ連立 1次方程式

Ax = b

を解く手法に，共役勾配法とよばれる方法がある．一方，この連立 1次方程式を解くことと，最適化

問題

Minimize
1

2
x⊤Ax− b⊤x

を解くこととは等価である．この対応に基づいて，共役勾配法は一般の無制約最適化問題

Minimize f(x)
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に対しても拡張されている．この最適化手法は，元の連立 1次方程式の解法と区別するために，非線

形共役勾配法とよばれることもある．

共役勾配法の概要を，アルゴリズム 1 に示す．最急降下法との違いは，アルゴリズム 1 の 2 行目

で，前の反復で用いた探索方向 dk−1 の情報も使って現在の探索方向 dk を定めていることにある．係

数 βk+1 の決め方には，ここに示した以外に，さまざまな提案がある（文献 [1] や文献 [5, § 4.6] を参
照されたい）．

アルゴリズム 1 （共役勾配法）
Require: x0 ∈ Rn, d0 = 0, β0 = 0.

1: for k = 0, 1, 2, . . . do

2: dk ← −∇f(xk) + βkdk−1.

3: 直線探索によりステップ幅 αk > 0 を定める．

4: xk+1 ← xk + αkdk.

5: βk+1 ←
∥∇f(xk+1)∥2

∥∇f(xk)∥2
.

6: end for

3. 加速法
アルゴリズム 1（共役勾配法）において xk = xk−1 + αk−1dk−1 という関係を用いると，2 行目は

dk ← −∇f(xk) +
βk

αk−1
(xk − xk−1)

と書き直せる．つまり，共役勾配法は一つ前の反復の点 xk−1 を利用しているとみることもできる．こ

れと同じ様に，過去の点列の情報を利用して勾配法の収束を速める技法として，ネステロフ (Nesterov)

の加速法 *1とよばれるものがある．

アルゴリズム 2 は，ネステロフの加速法を最急降下法に適用したものである．ここで，7 行目に注

目すると，補助的な点列 {yk} を用いることで点列 {xk} の過去の情報を取り込んでいることがわか
る．目的関数の凸性や微分可能性などを仮定すると，アルゴリズム 2 は 2次収束することが知られて

いる [4]．

アルゴリズム 2 （ネステロフの加速付き最急降下法）
Require: x0 ∈ Rn, τ0 = 0.

1: y0 ← x0.

2: for k = 0, 1, 2, . . . do

3: dk ← −∇f(yk).

4: ステップ幅 αk > 0 を定める．

5: xk+1 ← yk + αkdk.

6: τk+1 ←
1

2

(
1 +

√
1 + 4τ2k

)
.

7: yk+1 ← xk+1 +
τk − 1

τk+1
(xk+1 − xk).

8: end for

*1Y. Nesterov が文献 [2] で初めて提案した手法であるので，こうよばれている．
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図 1: 最急降下法とその加速．(a) 破線は最急降下法，実線は加速付き最急降下法，(b) 破線は再スター

ト付きの加速付き最急降下法，実線は共役勾配法

ネステロフの加速法は，元のアルゴリズムにわずかな修正を加えるだけで，解の近傍での収束率を

大きく改善するものである．しかし，最急降下法では目的関数値が反復ごとに単調に減少するのに対

して，ネステロフの加速法を用いるとそのような単調性は一般に失われてしまう．この弱点を克服す

る方法として，加速の再スタート法が提案されている [3]．これは，目的関数値が増加し始めた時点で，

アルゴリズム 2 の yk+1 と τk+1 を初期化する（つまり，yk+1 ← 0, τk+1 ← 0 とする）というもので

ある．

図 1 は，最急降下法，共役勾配法，加速付き最急降下法の収束の例を示している．ここで，横軸は

反復回数を表し，縦軸は目的関数値と最適値の差を表している．図 1(a) において，最急降下法（破

線）は 2500 回の反復の後も収束していない．これに対して，加速付き最急降下法（実線）はこの例

では 2000 回程度で収束しており，解の近傍では収束が速いことも観察できる．しかし，目的関数値

が増加した反復も多く存在する．これに再スタート法を組み込むと，図 1(b) の破線のように，この例

では 200 回程度で収束する．また，共役勾配法も図 1(b) の実線のように，少ない反復回数で収束し

ている．
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