
クレジット：

Mathematics and Informatics Center 文科系のための線形代数・解析Ⅰ
2020 藤堂 眞治・松尾 泰・藤原 毅夫

ライセンス：

利用者は、本講義資料を、教育的な目的に限ってページ単位で利用すること

ができます。特に記載のない限り、本講義資料はページ単位でクリエイティブ・

コモンズ表示-非営利-改変禁止ライセンスの下に提供されています。

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

本講義資料内には、東京大学が第三者より許諾を得て利用している画像等や、

各種ライセンスによって提供されている画像等が含まれています。個々の画像

等を本講義資料から切り離して利用することはできません。個々の画像等の

利用については、それぞれの権利者の定めるところに従ってください。

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/


10-1 線形写像の性質
⾏列の掛け算はベクトルからベクトルへの線形写像を与える

原点は原点に (零ベクトルは零ベクトルに)

ベクトルの和の線形変換はそれぞれのベクトルの線形変換の和:

ベクトルの定数倍の線形変換はベクトルの線形変換の定数倍:

まとめると

10-2 ⼆次元線形写像の例
H = [‐6 ‐6 ‐8 0 8 6 6 ‐3 ‐3 0 0 ‐6;

  ‐7 2 0 8 0 2 ‐7 ‐7 ‐2 ‐2 ‐7 ‐7]

11点からなる家の図形 (ストラング「線形代数イントロダクション」から)

plot(H(1,:), H(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on

以下の⾏列による線形写像で、家の絵はどのように変換されるか︖まずベクトル  と が

H = 2×12

  ‐6    ‐6    ‐8    0    8    6    6    ‐3    ‐3    0    0    ‐6

  ‐7    2    0    8    0    2    ‐7    ‐7    ‐2    ‐2    ‐7    ‐7
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どのように変換されるかを考え、家の絵がどのように変換されるか予想し、MATLABを実⾏し、
確認せよ

単位⾏列

C = eye(2) * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on

対⾓⾏列

Ax = [1 0; 0 ‐1];

C = Ax * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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対⾓⾏列

Ay = [‐1 0; 0 1];

C = Ay * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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対⾓⾏列

AO = [‐1 0; 0 ‐1];

C = AO * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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回転⾏列

t = pi/4;

Rt = [cos(t) ‐sin(t); sin(t) cos(t)];

C = Rt * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on

5
Mathematics and Informatics Center 文科系のための線形代数・解析Ⅰ 2020 藤堂 眞治・松尾 泰・藤原 毅夫　CC BY-NC-ND



直交⾏列
E ,  ,  ,  は対称⾏列 (転置⾏列が⾃⾝と⼀致)

(  と  は交換する)

転置⾏列が⾃⾝と⼀致するので  も成り⽴つ 

回転⾏列

 (180度)の時、  と⼀致

ここまでの⾏列はすべて転置が逆⾏列になっている

直交⾏列と呼ぶ

直交⾏列は⾏列式が1または-1

図形の変換前と変換後の⾯積が保存

直交⾏列による線形写像を直交変換と呼ぶ

変換前に直⾓をなしていた2つのベクトルは変換後も直⾓

例題
1. 2次元実⾏列  が直交⾏列である(  )とする。その時、 A の⾏列式は1また

は-1であることを⽰せ
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2.  実⾏列 A が直交⾏列である(  )とする。その時、ベクトル  と  の内積 ( 

)は A による変換後 (  )も変わらないことを式で⽰せ。また、MATLABでランダ
ムな直交⾏列とランダムなベクトルを何組か作り、変換により内積が不変であることを確認せよ

線形写像の合成
線形写像の合成は⾏列の積で表される (そうなるように⾏列の積を定義した)。変換の順番「右か
ら左に」

変換の順番は重要。⼀般に  (⾏列の⾮可換性  )

 のあと  による変換 (  による変換)

C = Ax * Rt * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on

 のあと  による変換 (  による変換)

C = Rt * Ax * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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順番を変えると結果が異なる → ⾏列の⾮可換性

直交⾏列の積は再び直交変換(合成した線形変換でも⾓度は保存、⾯積も保存)

⼀般の線形写像
⼀般の⾏列による線形写像は⾓度も⾯積も保存しない

A1 = [1 1; 2 4];

C = A1 * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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A2 = [0 2; 0.5 0];

C = A2 * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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A3 = [1 2; 2 4];

C = A3 * H;

plot(C(1,:), C(2,:), "o‐")

daspect([1 1 1])

grid on
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10-3 線形写像と⾏列式
変換後の図形の⾯積は「⾏列式の絶対値」倍になる

⾏列式が負の場合、図形は裏返る

det(A1)

ans = 2

det(A2)

ans = ‐1

det(A3)

ans = 0

⼀般の  ⾏列の場合

n 次元空間のベクトルから n 次元空間のベクトルへの写像を与える

⾏列の⾏列式が零の場合

変換後の点は m 次元 (  )の点や⾯の上に乗る
m は⾏列の階数

例題
3. ⾏列 A による⼆次元の単位ベクトル ,  の線形変換を考える。変換後、⼆

つのベクトルは平⾏四辺形を形作るがその⾯積は A の⾏列式の絶対値で与えられることを⽰せ
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4. ⾏列  は階数2の⾏列である (  ,  )

A = [1 4 7; 2 5 8; 1 1 1];

det(A)

ans = 0

rank(A)

ans = 2

この⾏列による線形写像により3次元の全ての点が⼀枚の平⾯に乗ることをグラフを描いて確か
めよ(参考「10-5 幾何学的意味」の最後のランダムな点の⽣成とその変換)
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