
クレジット：

Mathematics and Informatics Center 数理手法VI 2020 荻原哲平

ライセンス：

利用者は、本講義資料を、教育的な目的に限ってページ単位で利用
することができます。特に記載のない限り、本講義資料はページ単位
でクリエイティブ・コモンズ表示-非営利-改変禁止ライセンスの下に提
供されています。
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

本講義資料内には、東京大学が第三者より許諾を得て利用している
画像等や、各種ライセンスによって提供されている画像等が含まれて
います。個々の画像等を本講義資料から切り離して利用することはで
きません。個々の画像等の利用については、それぞれの権利者の定
めるところに従ってください。

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/


数理手法VI

第１回

1 / 19Mathematics and Informatics Center 数理手法VI 2020 荻原哲平  CC BY-NC-ND



数理手法 IVの概要

1. 離散型確率空間
2. マルチンゲール

▶ 停止時刻，任意停止定理

3. 一般の確率空間
▶ σ-加法族，測度，積分

4. 一般のマルチンゲール理論
▶ 任意停止定理，Doob分解，Doobの不等式，オプション価格理論
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数理手法VIの概要

1. マルチンゲール理論の続き
▶ マルチンゲール収束定理，マルチンゲール中心極限定理

2. マルコフ連鎖
▶ マルチンゲールとは異なる重要な確率過程のクラス

3. ブラウン運動・確率積分
▶ 連続時間の確率過程

4. オプション価格理論
▶ 連続時間マルチンゲール理論の金融への応用
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第１章 マルチンゲール理論
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1.1 数理手法 IVの復習
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σ-加法族，可測空間

定義
空でない集合 Ωのベキ集合 P(S)の部分集合 F （つまり F は Ωの部分
集合をいくつか集めたもの）が Ω上の σ-加法族であるとは

1. ∅ ∈ F
2. A ∈ F ならば，Ac := Ω\A ∈ F
3. (An)

∞
n=1 ⊂ F ならば，∪∞

n=1An ∈ F
を満たす時をいう．

空でない集合 Ωと Ω上の σ-加法族 F のペア (Ω,F)を可測空間と呼ぶ．
G も σ-加法族で G ⊂ F なら G は F の部分 σ-加法族という．
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確率空間

定義
可測空間 (Ω,F)上の写像 P : F → [0, 1]が以下の三条件を満たす時確率
と呼ぶ．

1. P(∅) = 0

2. P(Ω) = 1

3. (An)
∞
n=1 ⊂ F が互いに素，すなわち，i ̸= j の時 Ai ∩ Aj = ∅であ

る時

P

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An) （可算加法性）

(Ω,F ,P)を確率空間と呼ぶ．以下確率空間 (Ω,F ,P)を固定して考える．
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確率空間

命題
(An)

∞
n=1 ⊂ F とする．

1. 各 n ∈ Nに対し，An ⊂ An+1 ならば

P

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
P(An). （確率の連続性）

2. 各 n ∈ Nに対し，An ⊃ An+1 ならば

P

( ∞∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
P(An). （確率の連続性）

3.

P

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

P(An). （可算劣加法性）
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確率変数

定義
写像 X : Ω → Rが確率変数 (random variable, r.v.)であるとは，任意の
A ∈ B(R)に対し，X−1(A) ∈ F となる時をいう．（B(R)はボレル集合族）

部分 σ-加法族 G ⊂ F に対し，X−1(A) ∈ G なら X は G-可測という．

確率変数 X に対して，
∫
Ω
|X (ω)|P(dω) < ∞ の時，X は可積分である

といい，X ∈ L1 と書く．

X ∈ L1 の時，

E [X ] :=

∫
Ω

X (ω)P(dω), E [X ,A] := E [X1A]

と定める．
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積分の収束定理

定理
(Xn)n∈N を確率変数列とする．

1. 0 ≤ Xn(ω) ≤ Xn+1(ω) (ω ∈ Ω, n ∈ N)とすると，

E [ lim
n→∞

Xn] = lim
n→∞

E [Xn]. (単調収束定理)

2. Xn(ω) ≥ 0 (ω ∈ Ω, n ∈ N)とすると，

E [lim inf
n→∞

Xn] ≤ lim inf
n→∞

E [Xn]. (ファトゥの補題)

3. 各 ω ∈ Ωに対して X (ω) = limn→∞ Xn(ω)が存在し，ある Y ∈ L1

に対し，|Xn(ω)| ≤ Y (ω) (ω ∈ Ω, n ∈ N)とする．この時，

E [X ] = lim
n→∞

E [Xn]. (ルベーグの優収束定理)
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条件付期待値

命題
X ∈ L1, G を F の部分 σ-加法族の時，以下を満たす Y ∈ L1 が存在
する．

1. Y は G-可測
2. 任意の A ∈ G に対して，E [X ,A] = E [Y ,A]

さらに Y ′ ∈ L1 も 1.と 2.を満たす時，Y = Y ′ a.s. （つまり
P(Y = Y ′) = 1）

上の Y を X の G の下での条件付期待値といい，E [X |G]と書く．
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マルチンゲール

Z+ = {0, 1, 2, · · · }と書く．

定義
1. F = (Fn)n∈Z+ がフィルトレーションとは，各 n ∈ Z+ に対し，Fn

は部分 σ-加法族で
F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · ·

となる時をいう．

2. 確率変数の列 (Xn)n∈Z+ を確率過程と呼ぶ．
3. 確率過程 (Xn)n∈Z+ が (F-)マルチンゲールとは，各 n ∈ Z+ に対し
て以下を満たす時をいう．
3.1 Xn ∈ L1

3.2 Xn は Fn-可測
3.3 E [Xn+1|Fn] = Xn a.s.
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劣／優マルチンゲール

▶ マルチンゲールの定義において，3.3の代わりに

E [Xn+1|Fn] ≥ (≤)Xn a.s.

が成り立つ時，劣（優）マルチンゲールという．

▶ 確率過程 (Xn)n∈Z+ が Fに適合している (F-adapted)とは，各
n ∈ Z+ に対して，Xn が Fn-可測となっている時をいう．
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停止時刻

以下フィルトレーション F = (Fn)n∈Z+ を固定して考える．

定義
1. 写像 τ : Ω → Z+ ∪ {∞}が (F-)停止時刻とは，任意の n ∈ Z+ に対
して {τ = n} ∈ Fn となる時をいう．

2.
Fτ = {A ∈ F|A ∩ {τ = n} ∈ Fn (n ∈ Z+)}

と定める．Fτ は τ で停止するまでに得られる情報を表す．

3. 確率過程 (Xn)n∈Z+ に対し，P(τ < ∞) = 1の時，確率変数 Xτ を

Xτ (ω) =

{
Xτ(ω)(ω) if τ < ∞
0 if τ = ∞

と定める．
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任意停止定理

定理
(Xn)n∈Z+ をマルチンゲール，τ, ρを停止時刻である定数 N ∈ Nに対し，
ρ(ω) ≤ τ(ω) ≤ N (ω ∈ Ω)とすると，Xτ ,Xρ ∈ L1 で

E [Xτ |Fρ] = Xρ a.s.

(Xn)n∈Z+ が劣マルチンゲールの時は

E [Xτ |Fρ] ≥ Xρ a.s.

系
1. (Xn)n∈Z+ が劣マルチンゲールで a, b ∈ Z+, a ≤ τ(ω) ≤ b (ω ∈ Ω)
なら

E [Xa] ≤ E [Xτ ] ≤ E [Xb].

2. (Xn)n∈Z+ がマルチンゲールである正定数 bに対し，
τ(ω) ≤ b (ω ∈ Ω)なら，E [Xτ ] = E [X0].
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マルチンゲール変換

定義
1. 確率過程 H = (Hn)n∈N が可予測であるとは，各 n ∈ Nに対して Hn

が Fn−1-可測となる時をいう．

2. X = (Xn)n∈Z+ と H = (Hn)n∈N を確率過程とし，H が有界，すなわ
ちある正定数 K に対し，

|Hn(ω)| ≤ K (ω ∈ Ω, n ∈ N)

とする．この時マルチンゲール変換 H · X = ((H · X )n)n∈Z+ を
(H · X )0 = 0,

(H · X )n =
n∑

k=1

Hk(Xk − Xk−1) (n ∈ N)

で定める．
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Doobの不等式

命題
X = (Xn)n∈Z+ を確率過程，H = (Hn)n∈N を有界で可予測な確率過程と
する．

1. X がマルチンゲールである時，H · X はマルチンゲール．
2. X が劣（優）マルチンゲールで，Hn ≥ 0 a.s. (n ∈ N)の時，H · X
は劣（優）マルチンゲール．

定理
X = (Xn)n∈Z+ を劣マルチンゲールとし，X̄n = max0≤k≤n Xk (n ∈ Z+)
とする．この時，任意の n ∈ Z+ と α > 0に対して，

αP(X̄n ≥ α) ≤ E [Xn1{X̄n≥α}] ≤ E [(Xn)
+].

19 / 19Mathematics and Informatics Center 数理手法VI 2020 荻原哲平  CC BY-NC-ND


	credit_jp_ogihara2020A.pdf
	スライド番号 1

	suuri6_01_hp.pdf



