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学術俯瞰講義「図形から拡がる数理科学」

周期性と対称性

対称性を見つける・周期性を見つける

２０１６年５月１９日
東京大学大学院数理科学研究科

坪井 俊
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岐阜市歴史博物館蔵「関ケ原合戦屏風」（from Wikimedia Commons）
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合戦の場面では、家紋の幟により、素性を示した

図形を見ると、同じであることが判断できる
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中央の柏葉は

１９３５年に駒場に
移ってきた
第一高等学校の校章
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何故か、家紋には
対称性を持つもの
が多いと思いませ
んか？

視覚において、
人間の脳は

対称性を自然に
見つけるように

出来ているのでは
ないでしょうか。
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１．対称性とは？

線対称 点対称 回転対称
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この俯瞰講義の金井先生の最初の時間のプラトンの
正多面体の話に、「ストイケイア」が出てきました。

最初に習う図形の一つです。

「ストイケイア」は、「要素」、「元素」、・・・ です。
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【問題】 同じ大きさのたくさんのストイケイア

を一つの点（原点O）の周りに

辺同士をぴったり重ねて、Oを内部に含む

図形を作る。

このような図形は、何通りあるか。

【答】 ２通り。
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【問題】 同じ大きさのたくさんのストイケイア

を一つの点（原点O）の周りに

辺同士をぴったり重ねて、Oを内部に含む

図形を作る。

このような図形は、何通りあるか。

【答】 ？？？？？
正多角形は
２通りだが、
菱形もあるし・・・
たくさんありそうだ。
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【演習】 配られた紙で正三角形を折り、それにより
紙を分割して（ハサミで切って）１２枚以上の
同じ大きさのストイケイア
を作ってください。

【演習】 これを並べて、対称性を持たない
（線対称でも点対称でも回転対称でもない）
図形を作ってみよう。

【演習】 先ほどの問題の で作られる図形を
数え上げるにはどうすれば良いでしょうか？
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順序をつけて数え挙げてみた。
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短辺がOから出るものを、

数え上げた。正六角形以
外は入っているが、回転
あるいは裏返しにすると、
同じ図形がある。
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全部で（正６角形も
数えて）、１５個。

対称性を持たないも
のは、５個。
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平面図形の対称性が、「点対称」、「線対称」、
「回転対称」のどれかであるのは、なぜでしょうか？

それを考えるには、対称性を記述する言葉が必要です。

【定義】 ２つの図形 F , F’は、移動して重ねるこ
とができるときに、合同である。

これは、移動という言葉を既知として、合同を定義し
ています。
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２．ユークリッド空間における移動
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命題の証明は難しくありません。
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逆に、空間の移動は、必ずこの形に表されることがわかり
ます。

それを平面で実験してみましょう。

平面の場合は、裏返しにしない移動は平行移動であるか、
ある点の周りの回転となります。

配布した紙とその上のトランスパレンシーを少し動かしてみ
てください。

何か模様が見えますか。
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２次元の場合の命題から、裏返しにしない２次元の移動は
平行移動であるか、ある点の周りの回転となることが示さ
れます。裏返しにする場合は、直線についての裏返しと、そ
の直線に沿う平行移動の合成になることが示されます。

これが、『平面図形の対称性が、点対称、線対称、回転対称のどれかで
あるのは、なぜでしょうか？』 に対する解答

３次元の移動は、以下のいずれかになることも示されます。
 平行移動、
 ある直線の周りの回転とその直線に沿う平行移動の合成、

 ある平面についての裏返しとその平面に垂直な直線の周りの
回転あるいはその平面内の方向への平行移動の合成
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最後に使った命題は、三角測量の原理です。

それを示す方法を時間のある時に考えてみてください。

ユークリッド空間だけではなく、定負曲率空間（双曲空間）、
定正曲率空間（球面）においても成立することです。

方程式を解くという方法でも示されるはずですが、２点が直
線を定める、３点が平面を定める、２つの球面の共通部分
は円周となるなどの空間の性質と、次元に関する帰納法で
示すこともできます。
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３．対称性を等長変換群で表す

図形 F を F に重ねる移動の全体 I(F) を考える。

（「移動」は「合同変換」(congruence transformation ), 「運
動」(motion), 「等長写像」(isometry), 「等長変換」(isometric 
transformation)と呼ばれる。）
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I(F) を F の等長変換群(isometry group)あるいは合同変換
群(congruence group)という。
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【命題】 有界な平面図形の等長変換群は、有限であれば、
Ck または D2k と同型になる。

D2k は正 k 角形の等長変換群であり、 Ck は D2k の元で裏

返しにしないもの全体である（あるいは辺に反時計回りに向
きを付けたとき、その向きを変えないもの全体である）。

C3 , D6                   C4 , D8                   C5 , D10                   C6 , D12 
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有界な平面図形の等長変換群は、必ず直交群の部分群に
なることを示す。
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 このような半径最小の円板の一意性は、
同じ半径の２つの異なる円板の共通部
分は、より小さい半径の円板に含まれ
ることによる。
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【命題】 有界な平面図形の等長変換群は、有限であれば、
Ck または D2k と同型になる。

を示すために

【命題】 有界な平面図形の等長変換群は、円板の等長変
換群に含まれる。

ことを示した。

あとは、

【命題】 円板の等長変換群の有限部分群はCk または D2k
と同型になる。

を示せばよい。

これを示すには群が回転を含むときには、正の回転とみて
群の元の回転角の最小値を考えるとよい。
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４． 軌道空間

次回のために、少し難しいけれども、群作用の「軌道空間」
の説明をします。
Ck ， D2k は次のような同じ長さの矢印 （向きを持った線分)
k 本または 2k 本をつないだ1次元の図形の矢印を矢印に
移す。
下の図では、 C12 ， D12 が閉じた折線に作用している。
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１つの矢印を決
めて、その移る
矢印を決めると、
C12 ， D12 の元が
１つ定まる。

１つの点の軌道
は、矢印の同じ
位置にある点と
なり、軌道の空
間は、１つの円
周、または、線分
となる。
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