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4次元多面体から空間のかたちをみる
ー 宇宙のトポロジー
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今回の講義のテーマ

(1) リーマン多様体とは？

(2)  さまざまな曲率の概念とその意味

(3)  ローレンツ変換と双曲幾何学

(4) アインシュタイン方程式 – 重力と曲率

(5)  宇宙空間の幾何構造とトポロジー
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リーマン多様体とは

内積

各点の周りで座標系

と内積が与えられた空間

リーマン計量の記法

曲線の長さ
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リーマン計量の例

ユークリッド平面

ユークリッド平面
の極座標

上半平面
（双曲平面）

ポアンカレ円板

3次元ユークリッド空間の球面座標
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断面曲率

一般の次元のリーマン多様体では，様々な方向
の平面についてこれらのベクトルを初速度とする
測地線ではられる曲面のガウス曲率を考える．
これを断面曲率という．

リーマンは断面曲率が一定値 K となる空間の計量を与えた．
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平行移動による角度のずれと曲率
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さまざまな曲率の概念

リーマン曲率

リッチ曲率

右の2方向についての平行移動によるずれを表す．

スカラー曲率

ユークリッド体積に対する体積の増大度の比率を表す．

曲面の場合
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曲率とトポロジー
内角がα，β，γの測地三角形 Δ

ガウス・ボンネの定理

M : 閉曲面
右辺はオイラー数 2-2g
曲面のトポロジーを表す．

g は曲面の種数

定曲率の場合の証明 A(M) は曲面 M の面積
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ミンコフスキー計量と光錐

特殊相対論はミンコフス
キー計量を不変にする
理論
（光速の不変性）

は満たされない
場合がある．
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ローレンツ変換の例

(x, y, z)系に対して速度 V で移動する
粒子を原点とする座標系を (x’, y’, z’)

移動する粒子の固有時
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双曲幾何とミンコフスキー計量

R の座標を (s, 0)とすると Q の座標は

この計量による OR の長さ

双曲面
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内在的な微分幾何と相対論

計量から出発した内在的な幾何学はアインシュタインの
一般相対性理論の成立に影響を与えた．

アインシュタイン方程式

左辺は4次元時空の曲がり具合を表し，計量で表現される．
右辺は質量，エネルギーの分布を表す．

光の経路は測地線で表される．
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シュヴァルツシルトの解

重力半径

大きな重力によって光が曲げられる．

太陽の重力
皆既日食の時太陽の背後にある星を観測
水星の近日点移動
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重力レンズ

大きな重力によって空間が歪められ光が曲がって進む
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重力レンズのしくみ
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なぜ同じ銀河が奇数個見えるのか？

重力レンズの観測結果をもとに，宇宙の暗黒物質（ダークマター）の分布地図
を作る研究がすすんでいる．

重力レンズによって光が集まる場所
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幾何構造のモデルの観測

ユークリッド平面はトーラスの幾何構造のモデルである．
トーラスからモデルとなる平面を再現するには，トーラスの
一点について，そこに到達する「光源」すべてを観測すれば
よい．
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３次元幾何構造のモデル空間

これ以外に1次元と2次元の(捻った)積となるものが5通り存在

等方性をもつのは次の3通り

3次元ユークリッド空間 曲率 0

3次元球面 曲率が正の一定値

3次元双曲空間 曲率が負の一定値
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ハミルトンの四元数

a, b, c, dは実数
可換ではないが結合法則，分配法則
を満たす数の体系

大きさが1の四元数全体は3次元球面
とみなせる．
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四元数と回転

一つの回転に対して四元数が2個ずつ定まる．
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正4面体群

正4面体を不変にする
回転は12個の要素から
なる．

左のようにして，正4面体群
の12個の要素から大きさが
1の四元数24個が決まる．
これらは，正24胞体の頂点を
なす．

正20面体を不変にする回転は60個の要素からなる．これらに対応する120個の
四元数は，正600胞体の頂点をなす．
第11回の講義の課題の工作を参考に，正600胞体の頂点の座標を求めてみよう．
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3次元球面の正則分割
{5, 3, 3}

正12面体の対面を
1/10 回転してはり合わ
せものがポアンカレの
正12面体空間
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双曲空間の正則分割
{5, 3, 4}

J. Weeks “Curved Space”    Hyperbolic   Seifert Weber
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3次元双曲幾何構造

3次元双曲空間をモデルにもつ

3次元双曲正12面体

対面を 3/10 回転によって
はり合わせたののが
ザイフェルト・ウェーバー空間

3次元双曲幾何構造をもつ空間はきわめて多彩 !
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3次元空間の幾何化定理

3次元多様体は，いくつかのピースに分割して，
それぞれが8通りの幾何構造のいずれかを
モデルとしてもつようにできる．

1980年代 サーストンの幾何化予想

2005年頃 ペレルマンによる解決

幾何化定理を用いてポアンカレ予想が解決

ポアンカレ予想
コンパクトで単連結な3次元多様体は
3次元球面と同相
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単連結とは, すべてのループが連続的
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膨張する宇宙

ハッブル定数

アインシュタイン方程式から a(t) についての次の微分方程式が
導かれる．

ρ 宇宙の物質密度
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宇宙空間の幾何構造

宇宙空間が等質的かつ等方的であるとすると，3次元ユークリッド空間，
3次元球面，3次元双曲空間のいずれかの幾何構造をもつ．

上の3つの幾何構造に対応するアインシュタイン方程式の解が存在
する （ロバートソン・ウォーカー計量）

ρ 宇宙の物質密度 H ハッブル定数

3次元球面幾何

3次元ユークリッド幾何

3次元双曲幾何

体積有限

体積は有限にも
無限にもなりうる

体積は有限にも
無限にもなりうる
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WMAPによる観測

WMAPによるビッグバンの残り火
「マイクロ波宇宙背景放射」の観測により
宇宙のさまざまなパラーメータが推定されている．

宇宙空間の曲率は 0.02 ± 0.02 というレベルで 0に近い．

フラットで有限な空間は10通りある．
双曲幾何構造，球面幾何構造の可能性も
否定されているわけではない．
今後の重力波の観測などが重要な手がかりになる
と期待される．
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まとめ

• 空間の曲率は内在的に決まり，空間の中から観
測可能である．

• ３次元の広がりをもつ空間の幾何構造のモデル
は数学的には，完全に分類されている．

• モデルが決まっても，３次元空間の可能性は有
限なもの，無限なものを含めて多様に存在する．

• 空間の幾何構造を特定するには，観測データが
必要であり，天文学者、物理学者と数学者の協
力が不可欠である．
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