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コーシーの剛性定理 (1813)　閉かつ凸な多面体はつねに堅い．

閉　　その多面体により空間が内部と外部に分けられる· · ·
凸　　その多面体の内部に相異なる2点を任意にとったとき， 
それらを結ぶ線分はその多面体の内部にとどまる．

· · ·

以下が成り立つとき，多面体　　は多面体 
　　の変形であると言われる：Π

Π′

・　　の各面　　に対し　　の面　　が 
　1対1に対応している；

Π Π′F F ′

・　　は　　と合同である；F F ′

・　　の面　　と　　が隣り合う必要十分 
　条件は，対応する　　の面　　と　　が 
　隣り合うことである；

Π F1 F2

Π′ F ′
1 F ′

2

注意：　　と　　の間の偏角と　　と　　の 
間の偏角は等しいとは限らない．

F1 F2 F ′
1 F ′

2
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多面体　　が堅いΠ

多面体　　が多面体　　の変形であるのは， 
　　が　　に合同である場合に限る．

ΠΠ′

ΠΠ′

⇐⇒
def

多面体　　が多面体　　の変形であるとしたとき，　　の 
隣り合う面　　と　　の間の偏角と，対応する　　の面　　　　 
の間の偏角がつねに等しい．

Π

F1 F2

Π′

F ′
1, F

′
2

Π

Π′

Π

F1

F2 Π′

F ′
1

F ′
2

堅くない多面体

コーシーの剛性定理 (1813)　閉かつ凸な多面体はつねに堅い．
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コーシーの剛性定理の証明の概略 背理法による．

　 の辺　 とそれに対応する　  の辺　  に対し，　における 
偏角が　　における偏角より小さい場合には　　に　 の符号 
を，また大きい場合には　 の符号を与える．

Π E E′Π′ E
E′ E +

−

多面体　  から球面グラフ　 を作る．Π G

　　の辺に与えられた符号に応じて，　 の辺にも符号が与えら 
れる．

GΠ

　　　を閉かつ凸な多面体とする．さらに，　 は　 の変形で 
あるが，　 には合同でないとする．

Π′ Π

Π

Π, Π′

Π Π′
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命題．　　の各頂点に対し，そこから生えて
いる辺には一切符号がついていないか，ある
いは，その頂点の指数は4以上である．

G

　　の各頂点　　に対し，そこから生えている辺の符号を順に 
見ていく．　　の周りをひと回りしたときに符号が何回変化す 
るか，その回数を頂点　　の指数と呼ぶ．

V

V

V

G

V

+
+

−

+

−

−

（指数）＝４

　　の各頂点に対し，それを中心とする 
半径の十分小さな球面をとる．その球面 
と　　の交わりとして凸な球面多角形　　 
を得る．

命題の説明
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に に

閉かつ凸な 凸な球面⇒

　　からも同様にして凸な球面多角形　　が得られる．

その頂点を端点とするふたつの辺に 
対応する　　のふたつの面の間の偏角( )

命題の説明終わり

命題 ⇐ 　　の頂点には符号が一切ついていないか，あるいは 　　を１周したときの符号の変化は４以上．
�

�

多面体 の変形 多角形 の変形
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　　の各面　　に対し，その周を1周したときに辺の符号が 
何回変化するか，その回数を　　の指数と呼ぶ．
G1

F

F

（　　の頂点の指数の総和）＝（　　の面の指数の総和） (*)G1 G1

（指数）＝４

－ －
－

　　から符号の付いていない辺をとり除くことにより得ら
れるグラフの連結成分をひとつとり，　　とする．
G

G1

命題は仮定して，コーシーの剛性定理の証明を続ける．
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ー 頂点 (vertex) の数v

ー 辺 (edge) の数e

ー 面 (face) の数f

 2f3 +
X

n�4

nfn

4v  2f3 +
X

n�4

nfn∴ (**)

ー 　角形である面の数fn n

（　　の頂点の指数の総和）＝（　　の面の指数の総和） (*)G1 G1

命題．　　の各頂点に対し，そこから生えて
いる辺には一切符号がついていないか，ある
いは，その頂点の指数は4以上である．

G

命題より ）

）

の左辺

の右辺

（(*)

（(*)
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を代入すると，

ところが，これは以下に矛盾．

　　に対するオイラーの公式 
　　　　　　　　に　　　
G1

v � e+ f = 2

f =
X

n�3

fn, e =
1

2

X

n�3

nfn

X

n�3

(2n� 4)fn = 4v � 8

　　　のとき　　　　　　であるからn � 4 2n� 4 � n

4v  2f3 +
X

n�4

nfn∴ (**)

証明終わり

ー 頂点の数v

ー 辺の数e

ー 面の数f

ー 　角形である面の数fn n
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ブリカールの潰れた８面体 (1897)

な多面体で

枠組み

(1977)コネリーの発見
閉 堅くないものが存在する！！
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